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新事物的传播：早期研究
• Diffusion of innovations
•新的行为，方法，意见，标准，技术，如何在社会网络人与人间传播？

•早期研究：基于信息效应的传播（类似信息级联）
•农场主何时、依据什么决定采用一种新高产作物品种 (Ryan, Gross 1943)
• 多数农场主虽然最早从推销员知道的新品种，但是实际决定是看邻居/朋友农
场主的经验做出的

•类似情况发生在医生临床采用一种新药 (Coleman, Katz, Menzel 1966)



早期研究进一步的发现/讨论

•初始使用因新事物的未知性存在使用风险，但最终会受益
•早期使用者都具有很好的社会经济地位，并且善于联络交际
•多数最终决定采用的人都基于他们的邻居/同事等社会网络结构



另一类研究

•类似“网络效应”：采用新事物本身对自身是有直接收益的，不需要
参考别人的意见来决定是否有收益
•研究表明：例如电话，传真，电子邮件等的传播依赖于人们与其他使
用这些技术的朋友的交流需要



共性
• Everett Rogers：《Diffusion of Innovations》
•人们采用/理解新技术的“复杂性”
•新技术的“可见性”，即人们是否容易知道别人是否采用
•“可处理性”，人们可在逐渐使用新技术的过程中处理带来的风险
•与现有社会系统/网络的“兼容性”
• 例如社会网络的“同质性”可能阻止新技术的传播：新技术都是从“外来”
群里进来，而同质性的内部良好互联导致了巨大的传播壁垒



Everett Rogers的新事物曲线
Diffusion of innovations (Everett Rogers)



新事物传播的网络建模 (Morris 2000)

•从个人的决策角度建模：每个人的决策基于他在网络中的邻居
•两种个人决策机制：
• 信息效应（是否有益取决于别人经验）
• 直接受益（类似“网络效应”）

•我们聚焦于“直接受益”

“只要自己足够多的邻居采用了新技术，我就有足够的益处采纳”
• 例如大家都用微信交流工作（不用邮件），我也该用微信



一个定义在网络上的协调博弈
•模型中每个节点/人需要从A和B两个行为中做出选择
•如果节点v和w有边相连，则他们有意愿使行为一致
• 若v和w都采用了A，则他们得到收益a > 0
• 若都采用B，则都得到收益b > 0
• 若采用了相反的行为，收益都是0

•以上博弈是定义在一条边上的
•对于整个网络，该博弈在每条边都独立进行
•对于某个点v，考虑v在所有相邻边的博弈的总收益
• v的策略应该取决于它所有邻居
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节点v的策略
•节点v为最大化自己的收益，需要考虑邻居中有多少比例采用A和B
•设v有𝑑个邻居，并有𝑝比例采用A，1 − 𝑝比例采用B
• v采用A收益𝑝𝑑𝑎
• v采用B收益 1 − 𝑝 𝑑𝑏

• 𝑝 ≥ !
"#!
时选A，否则选B

•设该阈值 !
"#!
为q
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级联行为
•两个显然的均衡：所有人都用A，或者所有人都用B

•考虑如何从一个态B“转化”为另一个态A
•初始态：所有人采用B
•一小部分“初始点集”S换到了A（独立于系统，不经过协调博弈）
• S的邻居进行博弈，决定是否采用A，产生S’
•在S’继续，循环往复，直到采用A/B的情况不再变化
•最后是否全部都改成了A？还是中间停止“传播”？条件是什么？





设𝑎 = 3, 𝑏 = 2，那么阈值𝑞 = !
"#! =

$
%



𝑎 = 3, 𝑏 = 2，阈值𝑞 = $
%





级联

•称转换到A的连锁反应为A的“级联”
•我们需要区分下面两种情况：
• 运行足够长时间后停止，仍有部分人采用B
• 运行足够长事件后停止，所有人都采用A

如果最后所有人采用A，则称初始使用者集合S及阈值q引起了一个完全级联



网络结构的影响
•新事物容易在紧密相连的区域传播，但是很难突破“边界”
• “同质性”的重要结构作用

如何突破壁垒/病毒营销？
• 提高A的“质量”：a从3变成4，𝑞=1/3，
所有人都用A

• 转化“关键”节点：12；11？

与网络效应的对比？
大家仅关注局部邻居，对总体没有任何预期/信息



“紧密”连接的区域
•定义“密集连接区域”

称一个节点集S为密度p的cluster，若S每个节点至少有比例p的邻居属于S

3组4点组成的、密度为$
&的cluster



两个密度为2/3的cluster，恰好对应于级联过程所不能到达的点集



定理：
设S是行为A的初始节点集，且剩余节点采用A的阈值是q
1. 若剩余网络包含一个密度大于1 − 𝑞的cluster，则S不能产生完全级联
2. 若S不能产生完全级联，则剩余网络必然包含一个密度大于1-q的cluster



证明：cluster是级联的障碍
•设行为A初始集合S阈值q，剩下网络中有一个密度> 1 − 𝑞的cluster C
•证：该cluster C的所有点都不能采用A

反证：考虑C中第一个采用A的点v
• v采用A完全基于t – 1时刻采用A的点集，
而此时只有C以外的点可能采用A

• 因C的密度大于1 – q，故v小于q比例的邻
居不在C中

因此t – 1时刻采用A的v邻居小于q比例，矛盾！



Cluster是级联的唯一障碍
•设行为A初始集合S阈值q，S不能产生完全级联
•证：必然存在一个密度大于1 – q的cluster C

考虑级联过程停止的状态
令C为此时仍使用B的人的集合
考虑C中任意点w
• 必然有采用A的比例小于q
• 因此w采用B的邻居比例大于1 – q，并且全在C里
因此C就是一个密度大于1 – q的cluster！



结构的重要性 vs 阈值的重要性
•结构洞：处于几个cluster交界处的点具有信息上的优势
•考虑w x是初始点
• v可能通过w获知w的邻居都采用了A
•然而，如果加入q = 0.5的阈值
• u不会采用A，即使w告诉u自己的3个邻居都采用A

•说明：
• 低阈值信息特别容易扩散（视频）
• 高阈值信息难以跨cluster扩散（政治观点）



级联模型的推广
•异质阈值：对于点v，v参与协调博弈的收益是𝑎$ , 𝑏$
•如果节点v和w有边相连
• 若v和w都采用了A，则他们得到收益𝑎', 𝑎( > 0
• 若都采用B，则都得到收益𝑏', 𝑏( > 0
• 若采用了相反的行为，收益都是0

•对v来说，若v有d个邻居且p的比例采用了A，1 – p比例采用B

• v采用A仅当𝑝 ≥ !!
"!#!!

，这里𝑞$ ≔
!!

"!#!!
是v的个人阈值

𝑎!，𝑎" 0，0

0，0 𝑏!，𝑏"v选B
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异质阈值模型下的传播过程

•整个过程依然从一组初始（使用A）节点S开始，且每个v有自己的𝑞$
•迭代：每个v若没使用A，则独立判断使用A的邻居比例是否超过阈值
•关心：过程终止后，是否达成了完全级联？



阈值 vs 网络结构

虽然1是“中心”点，但阈
值的设定可弱化该结构优势

阈值与结构同时决定级联



推广的完全级联的充要条件
• blocking cluster：点集C对任何𝑣 ∈ 𝐶有多于1 − 𝑞$比例/密度邻居在C里

定理：
设S是行为A的初始节点集
1. 若剩余网络包含一个blocking cluster，则S不能产生完全级联
2. 若S不能产生完全级联，则剩余网络必然包含一个blocking cluster



级联能力
•给定一个网络，使用一个“小”的初始节点集S并产生完全级联的最
高阈值是什么？

•阈值：𝑞 = !
"#!

•当采用A的邻居占比至少q就会采用A
•阈值理解：1 – q是a相对于b的优势
• 如果q远低于0.5，那么说明a需要比b有很大的优势
• 如果q接近0.5，说明a相对b无明显优势

•确定最高阈值的意义：网络结构的度量；越高越“容易”级联；如果
很低，那么网络很“保守”，需要很高的相对优势才能形成级联

a，a 0，0

0，0 b，bv选B

w选A w选B

v选A



无限图的级联能力
•如何建模“小”的初始集合？
•考虑无限图，并考虑任何一个有限的初始集合S
•定义完全级联：对任意节点v，存在一个时刻t，t步之后v采用A

级联能力/最大阈值 q = 0.5



q = 0.5不形成完全级联

级联能力是𝑞 = &
+



级联能力不会超过0.5

•因此：如果一个新事物要求𝑞 = 0.5 + 𝜖，也就是若A逊于B，则一定不
会完全级联，无论网络的结构如何

•证明思路：
• 设A-B边为“跨越”边
• 跨越边数起始是一个有限的正数，并且永远是非负的
• 证：跨越边数单调递减

定理：没有网络的级联能力可以超过0.5



跨越边数单调递减

考虑一个w：t轮还用B，t + 1轮改用A
设t轮时w有m个A邻居，n个B邻居，那么必有m > n
w改用A后跨越边数的变化量 = 𝑛 −𝑚 ≤ −1



在级联中考虑“兼容性”
•实际中未必是AB二选一，可能是AB共存
• 同时使用两套社交软件（腾讯会议/Zoom；Whatsapp/微信）
• 同时运行两种操作系统（一台Windows PC，一台Mac）

•如何建模这种兼容性？这种兼容性对级联行为有什么影响？
• 增加一种策略：AB都选
• AB vs A的收益是a，AB vs B的收益是b，但AB vs AB的收益是max(a, b)
• 另外：选AB需要付出一个c的代价（只需要付出一次）

a，a 0，0 a，a

0，0 b，b b，b

a，a b，b max(a, b)，max(a, b)

v选B

w选A w选B

v选A

w选AB

v选AB



“兼容性”级联的例子
a = 2, b = 3, c = 1
r和s是初始点

a，a 0，0 a，a

0，0 b，b b，b

a，a b，b max(a, b)，max(a, b)

v选B

w选A w选B

v选A

w选AB

v选AB

注：选AB需要付出一个c的代价（只需要付出一次）

u和v应该采用AB：2 + 3 -1
w和x应该采用B，之后邻居也都采用B



•调高a，使得a = 5，b = 3，c = 1？



无穷路径图上的级联
•无穷路径图：

•完全级联：左右有无穷多点采用A；
•考虑该图上级联发生的条件：取决于a，b，c取值
•不失一般性假设b = 1（可以通过放缩a和c）

a，a 0，0 a，a

0，0 b，b b，b

a，a b，b max(a, b)，max(a, b)

v选B

w选A w选B

v选A

w选AB

v选AB



情况一：左右分别是A和B
收益分析：w选A得到a；选B得到1；选
AB得到a + 1 - c



情况二：左右两边分别是AB和B
收益分析：w选A得到a；选B得到2；
选AB得到a + 1 – c



何时产生级联？
•设有一段连续的初始点集S采用A，设w紧邻S右侧（左侧对称分析）

• 若在B区，则不会产生级联
• 若在A区，则产生级联
• 若在AB区，需要继续分析



AB区的情况
•已知：AB在第一步决策中是最优的
•因此只需要在第一次决策的AB区继续考虑

叠合



最终的产生级联的区域
直观解释
• 设A提供更好的技术，a = 1.5，b = 1
• 考虑c的取值的影响

• 若c很小，则同时维护AB非常容易，
则一旦AB广泛传播，人们会过渡到A

• 若c很大，则A需要很强，达到直接征
服的效果

• 问题出在c在中间的情况，会出现有
利于B的情况：存在A和B之间的“缓
冲地带”，B通过部分与A兼容阻止A
传播



多元无知现象
•考虑一项需要集体参与的活动，只有召集足够多的人才能产生利益
•类似“网络效应”：只有直到足够多人都会买，自己才会买

•不同点：没有共识性的知识，只能看到自己的邻居的情况
•结果：尽管很多人都愿意参加，但是最后却几乎无人真正去参加（因
为人们觉得别人都不会去参加），或者相反，总之“一叶障目不见泰
山”

• 1970年美国的一项调查：只有少数美国白人真正主张种族隔离，但有
超过50%的人认为他们所在地区大多数美国白人支持这种主张



集体行动的知识效应 (Chwe 1999,2000)

•每个人v有一个阈值k，代表如果有至少k人参加，则v参加
• 想象如果不到阈值自己贸然参加，可能会带来危害的活动，但又想去

•只可以得到直接邻居的阈值，但不允许交流（故更远的阈值未知）
•给定一个网络和对应阈值，推测会发生什么情况

都不参加 ？ ？



共同知识
•覆盖广泛的社会体系的一大作用是让人们实现共同认知
• 一个收视率高的公开演讲、流行报纸/网站/赛事的广告，不止传递了信息，还
让人们认识到许多其他人也有同样的信息

•苹果电脑1984年“超级碗”广告（Ridley-Scott执导）
• “有史以来最伟大的电视广告”
• 确实解决Mac系统的痛点：小众操作系统与其他系统不完全兼容，需要大量用
户采用才能有效推广开；全球用户真正知道了苹果这个品牌
• https://www.youtube.com/watch?v=dgZFvCMqlTw

https://www.youtube.com/watch?v=dgZFvCMqlTw


其他广泛采用的传播模型



Linear threshold模型
•推广的Morris模型（Morris模型是我们刚刚研究的模型）
•点v的每个邻居w有一个“影响力”值𝑏$,&，满足
• ∑( ,- ./,01!23 24 ' 𝑏',( ≤ 1

•每个点v有一个[0, 1]上均匀随机的阈值𝜃$
•从初始点集S开始，每轮每个点采用A的条件是：
• ∑(:./,01!23 24 ' ".7 8-/ 9𝑏',( ≥ 𝜃'

•与Morris相比：Morris中threshold是确定的某个q，𝑏$,&也都相等



Independent cascade模型
• (Goldenberg, Libai, Muller 2001)
•初始集合S
•当一个点v采用A时，对每个v的B邻居w，独立以𝑝$,&概率使w采用A
• 一开始v是S的点；每个v仅在第一次采用A时影响邻居
• 每个点w可能被影响多次



计算问题：Influence Maximization/Submodular 
Optimization



计算问题
•对于linear threshold或者independent cascade模型，设𝑆∗是最后采用A的
人的集合
•考虑“病毒营销”场景：公司预算有限，起初只可推广到k个人使用A
•问题：如何设计初始集合S满足 𝑆 ≤ 𝑘，使得|𝑆∗|最大？

•暴力算法：𝑛(时间穷举点集的所有k点子集，然后poly(n)时间计算|𝑆∗|



近似算法：总体思路
• Notation [n] = {1, …, n}
•将整个传播过程看作一个函数𝑓: 2[*] → ℝ#
• 2[.]上的元素是[n]的子集
• 𝑓输入初始点集S，返回级联过程结果大小|𝑆∗|
• 这种定义在子集上的函数叫做set function

•证明f具有某些特殊性质
• 具体来说，我们将定义 + 证明f是submodular set function

•套用求解最大化特殊性质函数f的一般近似算法



Submodular functions
•称一个set function 𝑓: 2[*] → ℝ#是submodular的，若对于任何子集𝑋 ⊆
𝑌和𝑒 ∉ 𝑌，有

𝑓 𝑋 + 𝑒 − 𝑓 𝑋 ≥ 𝑓 𝑌 + 𝑒 − 𝑓(𝑌)
•此处“+”运算指代集合求并∪
•定义𝑓, 𝑋 ≔ 𝑓 𝑋 + 𝑒 − 𝑓(𝑋)，并称之为“marginal increase”
•定义等价于𝑓,(𝑋) ≥ 𝑓,(𝑌)；如何理解？

• “针对加入新元素e的marginal increase是递减的”（注意到𝑋 ⊆ 𝑌）



Marginal increase：现实意义
•批发商品：买量越大，多买一件需要的价格越低
•同样的事情见的越多，再次看到类似事情的惊喜/惊讶程度越低
•同样topic的paper越多，同样“技术含量”的贡献得到的评价越低



Marginal increase：类比凹函数
•凹函数f：𝑓′(𝑥)递减

• Submodular set function可看作“离散”版本的“凹”函数



Submodular functions
•举例：线性函数
• 设有n个实数𝑤=, … , 𝑤.，𝑓(𝑆) = ∑,∈?𝑤,
• 验证：
• 对于𝑆 ⊆ 𝑇, 𝑒 ∉ 𝑇，𝑓 𝑆 ∪ 𝑒 − 𝑓 𝑆 = 𝑤/ = 𝑓(𝑇 ∪ 𝑒 ) − 𝑓(𝑇)



•称f是monotone的，若对任何𝑆 ⊆ 𝑇，有𝑓 𝑆 ≤ 𝑓 𝑇
•举例：coverage function
• 设Ω = {𝐸=, … , 𝐸.}每个𝐸,都是某个集合，𝑓 𝑆 = ⋃,∈?𝐸,
• 验证：
• 对于𝑆 ⊆ 𝑇, 𝑒 ∉ 𝑇：设A = ⋃,∈?𝐸,， B = ⋃,∈@𝐸, ，𝐴 ⊆ 𝐵
• 𝑓 𝑆 ∪ 𝑒 − 𝑓(𝑆) = 𝐴 ∪ 𝐸/ − 𝐴 = 𝐸/ ∖ 𝐴
• 𝑓 𝑇 ∪ 𝑒 − 𝑓 𝑇 = 𝐵 ∪ 𝐸/ − 𝐵 = 𝐸/ ∖ 𝐵
• 因此𝑓 𝑆 ∪ 𝑒 − 𝑓 𝑆 ≥ 𝑓 𝑇 ∪ 𝑒 − 𝑓(𝑇)



Submodular functions
•称f是symmetric的若对任意S：𝑓 𝑆 = 𝑓( ̅𝑆)
•举例：cut function
• 对于一个n点无向图G(V, E)，对𝑆 ⊆ 𝑉， 𝑓(𝑆)代表𝐸 ∩ 𝑆× 𝑉 ∖ 𝑆
• 验证（对于完全图）：
• 对于𝑆 ⊆ 𝑇, 𝑒 ∉ 𝑇；注：e是一个点
• 𝑓 𝑆 ∪ 𝑒 − 𝑓 𝑆 = 𝑆 + 1 𝑛 − 𝑆 − 1 − 𝑆 𝑛 − 𝑆 = 𝑛 − 2 𝑆 − 1
• 𝑓 𝑇 ∪ 𝑒 − 𝑓 𝑇 = 𝑛 − 2 𝑇 − 1
• 因此𝑓 𝑆 ∪ 𝑒 − 𝑓 𝑆 ≥ 𝑓 𝑇 ∪ 𝑒 − 𝑓(𝑇)
• 带权非完全图的cut function也是submodular的



Submodular functions基本性质
• f和g是submodular且𝛼, 𝛽 ≥ 0则𝛼𝑓 + 𝛽𝑔 submodular

•等价定义：∀𝑆, 𝑇，𝑓 𝑆 + 𝑓 𝑇 ≥ 𝑓 𝑆 ∪ 𝑇 + 𝑓(𝑆 ∩ 𝑇)
•性质：若f是submodular的，则对任意𝑆， 𝑓-是submodular的（why？）



Submodular functions基本性质
•若𝑓 ∅ ≥ 0，则f是subadditive的，即𝑓 𝑆 ∪ 𝑇 ≤ 𝑓 𝑆 + 𝑓(𝑇)
• 证明：设𝑇 = 𝑒=, … , 𝑒A , 𝑇, = 𝑒=, … , 𝑒, , 𝑇B = ∅
• 𝑓 𝑆 ∪ 𝑇 = 𝑓 𝑆 + ∑,C=A 𝑓 𝑆 ∪ 𝑇, − 𝑓(𝑆 ∪ 𝑇,D=)
• ≤ 𝑓 𝑆 + ∑,C=A 𝑓 𝑇, − 𝑓 𝑇,D=
• = 𝑓 𝑆 + 𝑓 𝑇 − 𝑓 ∅ ≤ 𝑓 𝑆 + 𝑓(𝑇)

•推论：∀𝑆 ⊆ 𝑇, 𝑓 𝑇 ≤ 𝑓 𝑆 + ∑,∈/∖- 𝑓-(𝑒)
• 证明：𝑓 𝑇 − 𝑓 𝑆 = 𝑓? 𝑇 = 𝑓? 𝑇 ∖ 𝑆 ≤ ∑/∈@∖? 𝑓?(𝑒)

•另外推论：如果f是monotone的，那么若S不是T的子集结论依然成立
• 证明：𝑓 𝑇 ≤ 𝑓(𝑇 ∪ 𝑆)，然后利用上述结论 with 𝑇F = 𝑇 ∪ 𝑆, 𝑆F = 𝑆



Independent cascade is submodular
• Set function 𝑓：输入初始点集S，返回级联过程结果大小|𝑆∗|

•对于S ⊆ 𝑇, 𝑒 ∉ 𝑇，证𝑓, 𝑆 ≥ 𝑓,(𝑇)
• 𝑓, 𝑆 = 𝑓 𝑆 + 𝑒 − 𝑓(𝑆)如何分析？
•困难点：𝑆∗是由复杂迭代过程定义的

初始集合S；当一个点v采用A时，对每个v的B邻居w，独立以𝑝!,#概率使w采用A



转化成“静态”性质

•注意到：每条（无向）边(v, w)都有一个𝑝$,&，仅会据此随机决定一次
是否“影响”
•因此可以预先决定每条边的随机outcome，然后分析确定性的过程
• 设所有边的所有随机outcome为X
• 构造一个辅助图H（取决于X）：图G中X决定选的边组成

•设𝑅2(𝑣)代表在X下，v能到达的点集
•则𝑆∗ = ⋃$∈-𝑅2(𝑣)；令𝑓2 S = |⋃$∈-𝑅2(𝑣) |
• 可将𝑓G(⋅)看作Ω = {𝑅G 𝑣 ∶ 𝑣 ∈ 𝑉}的coverage function
• 因此𝑓G是submodular的；所以𝑓 = 𝔼G[𝑓G]是submodular的

初始集合S；当一个点v采用A时，对每个v的B邻居w，独立以𝑝!,#概率使w采用A

事实：对任意X，一个节点w选用A，当且仅当在H中有一条自初始集合S到w的路径



Linear threshold？
•结论：linear threshold model也是submodular的
•但是，Morris model未必是submodular的
• 每个阈值都是[0, 1]的随机数很重要

点v的每个邻居w有一个“影响力”值𝑏!,"，满足

H
" $% &'$()*+, +- !

𝑏!," ≤ 1

每个点v有一个[0, 1]上均匀随机的阈值𝜃!
从初始点集S开始，每轮每个点采用A的条件是：

H
":&'$()*+, +- ! /&0 1%' 2

𝑏!," ≥ 𝜃!

u

v

w

考虑Morris模型：q = 0.5
• 𝑆 = ∅, 𝑒 = 𝑢, 𝑇 = 𝑣
• 𝑓 𝑆 + 𝑒 − 𝑓 𝑆 = 1
• 𝑓 𝑇 + 𝑒 − 𝑓 𝑇 = 6



Submodular maximization
•设𝑓: 2[*] → ℝ#是单调submodular的
• [n]是ground set，找k点𝑆 ⊆ [𝑛]使得𝑓(𝑆)最大
•贪心算法：
1. 𝑆 ← ∅
2. for 𝑖 = 1, 2, … , 𝑘
3. 𝑒 ← argmax

,3
𝑓-(𝑒3)

4. 𝑆 ← 𝑆 + 𝑒
5. return 𝑆



贪心算法近似比1 − 𝑒!" ≈ 0.632
• Nemhauser, Wolsey, Fisher 78
•设𝑆4为前i个被算法选择的元素，设C为最优解

•对i归纳证明：𝑓 𝐶 − 𝑓 𝑆4 ≤ 1 − 5
(

4
𝑓 𝐶

• Base case：i = 0 trivial
•设对i - 1成立并考虑证明i
•在第i步，设算法选择了𝑒4，则𝑓-"#$ 𝑒4 ≥ 𝑓-"#$ 𝑒

3 , ∀𝑒′
• 𝑓 𝐶 − 𝑓 𝑆465 ≤ ∑,∈7∖-"#$ 𝑓-"#$ 𝑒 ，推出

• 𝑓-"#$ 𝑒4 ≥ 5
7∖-"#$

∑,∈7∖-"#$ 𝑓-"#$ 𝑒 ≥ 5
(
𝑓 𝐶 − 𝑓 𝑆465

推出𝑓 𝐶 − 𝑓 𝑆M ≤ 𝑒D=𝑓(𝐶)



•已经得到：𝑓-"#$ 𝑒4 ≥ 5
7∖-"#$

∑,∈7∖-"#$ 𝑓-"#$ 𝑒 ≥ 5
(
𝑓 𝐶 − 𝑓 𝑆465

•归纳假设： 𝑓 𝐶 − 𝑓 𝑆465 ≤ 1 − 5
(

465
𝑓 𝐶

• 𝑓 𝐶 − 𝑓 𝑆4 = 𝑓 𝐶 − 𝑓 𝑆465 + 𝑒4 = 𝑓 𝐶 − 𝑓 𝑆465 − 𝑓-"#$ 𝑒4
• ≤ 𝑓 𝐶 − 𝑓 𝑆465 − 5

(
𝑓 𝐶 − 𝑓 𝑆465

• ≤ 1 − 5
(

𝑓 𝐶 − 𝑓 𝑆465

• ≤ 1 − 5
(

4
𝑓(𝐶)

• Uriel Feige证明1 – 1/e是紧的（assuming P != NP）



一般（非单调）情况？
•对于一般submodular我们只考虑无约束的情况
• 注：若f是monotone的且无约束，那么最大值取所有item时取到

•考虑特例：max cut
• 回忆：cut function是submodular

•经典随机算法：每个点以0.5概率分到左边，否则右边
•这样定义的S-T割的大小的期望是1 / 2 OPT
• 每条边参与S-T割的概率是1 / 2
• 期望总共有1 / 2的边数参与了S-T割
• 而OPT至多是所有边数



(Feige, Mirrokni, Vondrák, 2009)
•类比算法：每个element以0.5概率取，得到集合S
•结论：若𝑓非负，则 𝔼 𝑓 𝑆 ≥ 0.25 ⋅ OPT

•引理：设𝑔: 2[*] → ℝ是submodular function，对任意子集𝐴 ⊆ [𝑛]，设
𝐴 𝑝 代表每个A中元素以p概率独立选取得到的集合，则𝔼 𝑔 𝐴 𝑝 ≥
1 − 𝑝 𝑔 ∅ + 𝑝𝑔(𝐴)

•对A的大小|A|进行归纳。Base case 𝐴 = ∅是直接的



引理证明
•假设𝐴 = 𝐴3 ∪ {𝑥}, 𝑥 ∉ 𝐴′
• 考虑𝐴 𝑝 ∩ 𝐴′，那么这个（随机）集合是𝐴′上每个元素p独立选取
•可以定义𝐴3 𝑝 = 𝐴 𝑝 ∩ 𝐴′
• 𝑔 𝐴 𝑝 − 𝑔 𝐴3 𝑝 ≥ 𝑔 𝐴 𝑝 ∪ 𝐴3 − 𝑔(𝐴3)
• 利用𝑓 𝑆 + 𝑓 𝑇 ≥ 𝑓 𝑆 ∩ 𝑇 + 𝑓(𝑆 ∪ 𝑇)

• 𝔼 𝑔 𝐴 𝑝 ≥ 𝔼 𝑔 𝐴3 𝑝 + 𝑔 𝐴 𝑝 ∪ 𝐴3 − 𝑔 𝐴3

• = 𝔼 𝑔 𝐴3 𝑝 + 𝔼 𝑔 𝐴 𝑝 ∪ 𝐴3 − 𝑔 𝐴3

• = 𝔼 𝑔 𝐴3 𝑝 + 𝑝(𝑔 𝐴 − 𝑔(𝐴3))
•利用hypothesis：𝔼 𝑔 𝐴3 𝑝 ≥ 1 − 𝑝 𝑔 ∅ + 𝑝𝑔(𝐴3)



推出结论
•主引理：对于任意子集𝐴, 𝐵，0 ≤ 𝑝, 𝑞 ≤ 1，有𝔼 𝑓 𝐴 𝑝 ∪ 𝐵 𝑞 ≥
• 1 − 𝑝 1 − 𝑞 𝑓 ∅ + 𝑝 1 − 𝑞 𝑓 𝐴 + 1 − 𝑝 𝑞𝑓 𝐵 + 𝑝𝑞𝑓(𝐴 ∪ 𝐵)

•引理如何推出算法是1/4近似的：
• 设S是最优解的集合，设 ̅𝑆是S的补集
• 那么算法选取的集合𝑅 = 𝑆 =

$
∪ ̅𝑆 =

$
• 利用引理，有𝔼 𝑓 𝑅 ≥ =

N
𝑓 ∅ + =

N
𝑓 𝑆 + =

N
𝑓 ̅𝑆 + =

N
𝑓([𝑛])

• 根据f非负的条件，我们有f(R)期望意义下是0.25近似的
• 若f还是symmetric的，则近似比是0.5



主引理的证明
•主引理：对于任意子集𝐴, 𝐵，0 ≤ 𝑝, 𝑞 ≤ 1，有𝔼 𝑓 𝐴 𝑝 ∪ 𝐵 𝑞 ≥
• 1 − 𝑝 1 − 𝑞 𝑓 ∅ + 𝑝 1 − 𝑞 𝑓 𝐴 + 1 − 𝑝 𝑞𝑓 𝐵 + 𝑝𝑞𝑓(𝐴 ∪ 𝐵)

•设𝑅 ≔ 𝐴(𝑝)，condition on这个R，定义𝑔 𝑇 ≔ 𝑓(𝑅 ∪ 𝑇)
• 注意到𝑔是submodular

•用引理，得到𝔼 𝑔 𝐵 𝑞 ≥ 1 − 𝑞 𝑓 𝑅 + 𝑞𝑓(𝑅 ∪ 𝐵)

引理：设𝑔: 2[%] → ℝ是submodular function，对任意子集𝐴 ⊆
[𝑛]，设𝐴 𝑝 代表每个[n]中元素以p概率独立选取得到的集合，
则𝔼 𝑔 𝐴 𝑝 ≥ 1 − 𝑝 𝑔 ∅ + 𝑝𝑔(𝐴)



主引理的证明
• 𝔼 𝑔 𝐵 𝑞 ≥ 1 − 𝑞 𝑓 𝑅 + 𝑞𝑓(𝑅 ∪ 𝐵)
•另外，𝔼 𝑔 𝐵 𝑞 = 𝔼[𝑓(𝐴 𝑝 ∪ 𝐵(𝑞)) ∣ 𝐴 𝑝 = 𝑅]
•利用上述不等式，去掉condition并且代入R

• 𝔼H 𝔼 𝑔 𝐵 𝑞 ≥ 𝔼[ 1 − 𝑞 𝑓 𝐴 𝑝 + 𝑞𝑓(𝐴(𝑝) ∪ 𝐵)]

•对f使用引理，得𝔼 𝑓 𝐴 𝑝 ≥ 1 − 𝑝 𝑓 ∅ + 𝑝𝑓 𝐴
•对ℎ 𝑆 = 𝑓(𝑆 ∪ 𝐵)使用，𝔼 𝑓 𝐴 𝑝 ∪ 𝐵 ≥ 1 − 𝑝 𝑓 𝐵 + 𝑝𝑓(𝐴 ∪ 𝐵)

引理：设𝑔: 2[%] → ℝ是submodular function，对任意子集𝐴 ⊆
[𝑛]，设𝐴 𝑝 代表每个[n]中元素以p概率独立选取得到的集合，
则𝔼 𝑔 𝐴 𝑝 ≥ 1 − 𝑝 𝑔 ∅ + 𝑝𝑔(𝐴)



Minimization？
•考虑一般的submodular set function 𝑓: 2[*] → ℝ
•求𝑆 ⊆ [𝑛]使得𝑓(𝑆)最小
• Lovász extension：定义𝑓I: 0,1 * → ℝ
• 𝑓O 𝑥 ≔ 𝔼P[𝑓(𝑇P(𝑥))]，where 𝑇P 𝑥 ≔ {𝑖 ∶ 𝑥, > 𝜆}，𝜆 ∈ [0,1]是均匀分布变量

•性质：𝑓I 𝑥 = 𝑓(𝑥)对任意𝑥 ∈ 0, 1 * （注：f(x)中x理解成子集）
•性质：𝑓 is submodular等价于𝑓I is convex
•因此𝑓I可以用例如椭圆法求最小值
•设最小值x，则
• 𝑓I 𝑥 = ∑4J5* 𝛼4 𝑓(𝑇4)
•其中必然有𝑇4是𝑓的最优解



submodular optimization的计算复杂性
•最小化一般submodular function：poly(n)时间
• (Grötschel-Lovász-Schrijver, 1981; Iwata-Fleischer-Fujishige / Schrijver 2000)
• 利用“Lovász extension”来转化成连续凸优化问题，最后证明极值点是“整”
集合
• 类比min-cut来理解

•最小化symmetric submodular，subject to downward-closed constraint
• poly(n)；但是NP hard如果是covering constraint，比如说找至少k元子集

•最大化一般submodular function：NP hard
•最大化monotone submodular function subject to cardinality constraint：

NP hard
•该领域活跃学者：Jan Vondrák


