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回忆近似求直径的算法

• 我们学过了线性时间近似欧⽒点集直径的算法


• 它是否适合于⾼维呢？


• 具体来说：运⾏时间关于维数d的依赖是怎样的？



复习：线性时间 -近似直径(1 + ϵ)

• 先O(n)时间找⼀个直径的2-近似值T


• 作 的⽹格，并round到中⼼


• 因此每个点移动了 


• 因此新点集 满⾜





• 算法：在 上暴⼒求直径，复杂度

ℓ := ϵ ⋅ T/ 2

≤ 2ℓ ≤ ϵ ⋅ diam(P)

P′ 

diam(P′ ) ∈ (1 ± ϵ) ⋅ diam(P)

|P′ | |P′ |2 ⋅ d

T可通过选取任意点u，求u到最远
点的距离得到（⻅第⼀讲）

所有点都在 ⼤⽅格内，⼩⽅格

，故

P′ diam(P′ ) × diam(P′ )
ℓ ≥ Ω(ϵ ⋅ diam(P)) |P′ | ≤ (O(1/ϵ))2

即满⾜1/2 ⋅ diam(P) ≤ T ≤ diam(P)

总复杂度：O(nd log n) + ϵ−O(d)

可以是任意确定点

可在 时间构造O(nd log n) P′ 



Curse of Dimensionality
对于计算问题的挑战

• 关于d的依赖经常是指数级的！


• 很多时候这通常是不可避免的：


• 例如，对于欧⽒TSP， -近似需要 的运⾏时间


• 对于最近点对问题，⽆ 时间算法可在 下得到 -近似


• 对于直径/MST问题，⽬前 -近似的 时间算法依然需要

(1 + ϵ) 22d

n2−δ d = Ω(log n) (1 + ϵ)

(1 + ϵ) o(n2) 2d

类似于上述最近点对的“不可能性”证明（似乎）还是open的

[Trevisan, SICOMP 00]

需要在某些例如 的复杂度假设下P ≠ NP

[Karthic et al., ITCS 19]; [Chen, CCC 18]

依然是研究热点问题！



Curse of Dimensionality
组合优化

• 除此之外，很多组合优化问题也会有指数于“维度”的情况


• n维0/1背包：


• 每个物品有d个维度的“空间”占⽤


• 背包对于每个维度都有⼀个容量上限


• 要求背包中物品在每⼀维不超过容量限制


• 精确解NP-hard



Curse of Dimensionality
⾼维欧⽒空间的“奇怪”特性

• ⾼维空间还有很多其他“奇怪”的特性


• ⽅ vs 圆：单位⽴⽅体的体积是1，单位球的体积是 


d维半径为r的球体积近似： 


• 另：单位圆和⽅的直径差 倍

O(2−O(d))

Vd(r) ≈
1

dπ ( 2πe
d )

d/2

⋅ rd

d

区别于低维空间上的常⻅直觉



Curse of Dimensionality
样本稀疏

• 考虑呈每⼀维坐标的均匀分布以及n个样本点 


• 有 个潜在样本，因此经常 


• 这导致数据极为“稀疏”，很难形成对整个样本空间的有效覆盖/估计

P

2d n ≪ 2d



为什么需要关⼼？

• 实际数据经常是⾼维的，例如


• ⽂档单词频数向量中，每个维度对应⼀个不同单词


• 图像经常展开成每个pixel⼀维的向量


• ⽤户对⽹站商品的评分向量，每个商品⼀维



主要应对⽅法： 
降维



降维概述

• 虽然有curse of dimensionality，但是很多应⽤中对于⾼维数据并⾮⽆计可施


• 引⼊近似，利⽤对距离的近似来降低维度


• Johnson-Lindenstrauss变换，适⽤于多种常⻅数据挖掘/分析问题


• 实际数据并⾮每维都独⽴，具有隐含的低维性（只是表现出⾼维）


• PCA⽅法：揭示“主要维度”
可能数据其实是线性的（⼀维），但可以有很⾼维的坐标表示 

这种⾼维的坐标表示不应被视为数据真正的维度

我们将讨论如何加速linear regression



针对距离的降维： 
Johnson-Lindenstrauss



Johnson-Lindenstrauss Transform
概述

JL是⼀种⼀般的降维⽅法，保n个 上的数据点集 中任何两点之间的距离


给定误差 ，JL是⼀个映射  ，这⾥ 


• 使得： ; 时间可算 


• 输⼊的d可⼤可⼩，⽬标维度只与 和 有关


ℝd P

ϵ f : ℝd → ℝm m = O(ϵ−2 log n)

∀x, y ∈ P,∥f(x) − f(y)∥2 ∈ (1 ± ϵ) ⋅ ∥x − y∥2 O(dm) f(x)

log n ϵ−1
尤其对于例如 时特别有效d = n

[Johnson-Lindenstrauss, 1984]; 简称JL

相对误差 ，是“最好”的近似⽐ 
可直接⽤于很多与距离有关的问题

以得到改进的近似算法

ϵ决定了降维的维度，称为target dimension，是降维的最重要性能指标m

这说明：对于近似算法来说，“⾼维” = 维O(log n)



JL的直接应⽤

• 加速算法


• 有⼀种聚类问题叫做k-center clustering：


• 找k个数据点，记为 ，使到最远数据点的距离最⼩


• 著名的Gonzalez算法是2-近似的，运⾏时间 


• 可利⽤JL（改进）成 


• 改进存储：如果下游应⽤主要关⼼距离，则可以仅存储JL后的向量

C ⊆ P

O(ndk)

O(nd log n + nk log n)

之后还会介绍⼀个更加nontrivial的加速线性回归的应⽤

min
C

max
p∈P

dist(p, C)

当 较⼤且 是⼀种显著改进d k ≫ log n

dist(p, C) = min
c∈C

∥p − c∥



* Gonzalez算法
对k-center clustering的2-近似

Gonzalez算法[Gonzalez, 1985] ⼜叫furthest-first traversal


1. 任选⼀点 作为起点，并初始化解 


2. for i = 2 … k


3.     找到 距离最⼤的点 ，更新 


4. 输出

c1 C ← {c1}

C ci C ← C ∪ {ci}

C
为提⾼运⾏效率，每次加⼊ 时可在 时间预处理每个数据点到 的距离ci O(nd) C

⼀共k轮，每轮 ，总共O(nd) O(nkd)



但JL并不能克服本质计算困难

• 对于这些结果，⽤JL得到 有帮助吗？


• 进⼀步：JL的 能改进吗？改进成 会产⽣什么⽭盾吗？

d = O(log n)

m = O(log n) m = O(1)

对于欧⽒TSP， -近似需要 的运⾏时间


对于最近点对问题，⽆ 时间算法可在 下得到 -近似


对于直径问题，⽬前 -近似的 时间算法依然需要

(1 + ϵ) 22d

n2−δ d = Ω(log n) (1 + ϵ)

(1 + ϵ) o(n2) 2d



* JL的确是“紧”的：简单基于体积估计
是不可避免的m = O(log n)

原始数据 维：n维标准基，两两垂直并且距离相等（距离是 ，当作⼀单位）


考虑保距离误差 倍的降维，设降维后有 维：


• 这些基在保0.1倍距离降维后，可以保证两两距离在 单位之间


• 以这些点为球⼼0.45单位为半径的球互不相交，且包含在直径2单位的m维球内


   推出

n 2

ϵ = 0.1 m

[0.9,1.1]

n ⋅ f(m) ⋅ 0.45m ≤ f(m) ⋅ 1m m = Ω(log n)

例如三维是(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)

2 = 0.45 x 2 + 1.1

所有 个0.45单位的球的体积n 直径为2即半径为1的球的体积

半径r的d维球体积公式：f(d) ⋅ rd



JL构造：总体思路

• ⾸先类⽐之前学过的SimHash



Cosine Similarity

• 考虑两个向量 ，定义 


• 典型应⽤：⽂本相似度（TF-IDF）


• TF = term frequency：⼀个单词在⽂档中出现的频率


• IDF = inverse document freq.：log(总⽂档数 / 单词出现在多少⽂档)


• 对单词w，TF-IDF(w) = TF(w) * IDF(w)，做成⼀个下标是单词、值TF-IDF向量

x, y ∈ ℝd σ(x, y) :=
⟨x, y⟩

∥x∥2∥y∥2

σ(x, y) = cos(θ(x, y))



Cosine Similarity的哈希：SimHash

• 我们想找到⼀个h，使得 可以反映 


• 算法：


• ⽣成⼀个 维随机⾼斯向量 


• ，其中 是符号函数


• Claim: ， 

Pr[h(x) = h(y)] σ(x, y)

d w

h(x) := sgn(⟨w, x⟩) sgn(x) = {1 x ≥ 0
0 otherwise

∀x, y ∈ ℝd Pr[h(x) ≠ h(y)] =
θ(x, y)

π

如何⽣成：⽣成d个独⽴的标准正态变量 ，然后将该随机向量归⼀化



多次试验取平均值

• T个独⽴SimHash取平均值


• 针对 的估计量： 


• 事实上，可以看作是将 上的点对应到T维的Hamming！


• 


• 上述估计量就等于 


• 即：

x, y ∈ ℝd 1
T

T

∑
t=1

𝕀(h(t)(x) ≠ h(t)(y))

ℝd

f(x) := (h(1)(x), …, h(T)(x))

( f(x) ⊕ f(y))/T

distH( f(x), f(y)) ≈ θ(x, y)/π



JL构造：总体思路

• ⾸先注意到：证明 也是够的


• 先针对⼀对点 ，考虑 


• 设计⼀个随机映射 使得 


• 然后多次试验取平均值（但具体操作未必是求和），得到⾼概率保证


• 最后对于 对距离使⽤该结论，使得所有距离保证同时成⽴

∀x, y, ∥f(x) − f(y)∥2 ∈ (1 ± ϵ) ⋅ ∥x − y∥2

x, y ∈ ℝd v = x − y

g : ℝd → ℝ 𝔼[g(v)2] = ∥v∥2

O(n2)

对任意 有  
和

ϵ > 0 1 + ϵ ≤ 1 + ϵ
1 − ϵ ≥ 1 − ϵ

即g(v)的平⽅是⽆偏估计

union bound

注意这个2次⽅：我们本来要
的不带2次⽅



复习⾼斯变量/向量的性质

• ⾼斯向量每⼀维都是独⽴的（⼀维）⾼斯


• ⼀个（单位）⾼斯向量可以通过每维独⽴⽣成⼀个 后归⼀化来⽣成


• 两个⾼斯的和仍是⾼斯： 是⼀个

𝒩(0,1)

𝒩(μ1, σ2
1) + 𝒩(μ2, σ2

2) 𝒩(μ1 + μ2, σ2
1 + σ2

2)
期望和⽅差的关系对于⼀般变量也成⽴，
但⾼斯变量特殊在：求和依然是⾼斯！



Random Projection
不同于SimHash：不取符号，⽽是直接取内积的值

• ⽣成⼀个 上的随机向量 ： 每⼀维是⼀个独⽴的 


• 对于某个确定的向量 ，考虑随机函数 


• ，没什么⽤……


• 但是：

ℝd w w 𝒩(0,1)

v ∈ ℝd g(v) := ⟨v, w⟩

𝔼[g(v)] = 𝔼[⟨v, w⟩] = [
d

∑
i=1

viwi] = 0

𝔼[g(v)2] = 𝔼[(⟨v, w⟩)2] = ∑
i

v2
i 𝔼[w2

i ] = ∑
i

v2
i = ∥v∥2

2

是 的⽆偏估计！(⟨v, w⟩)2 ∥v∥2

此处与SimHash不同：不要归⼀化！

变量 的性质：𝒩(0,1) wi 𝔼[w2
i ] = 1



多次试验“取平均值”
“拼接”

• 构造m个独⽴的单位⾼斯向量 ，定义：





• 计算可得：

w1, …, wm

f(v) :=
1

m
(⟨w1, v⟩, …, ⟨wm, v⟩)

𝔼[∥f(v)∥2] = 𝔼[g(v)2] = ∥v∥2

JL核⼼结论：


∀v ∈ ℝd, Pr[∥f(v)∥2 ∈ (1 ± ϵ) ⋅ ∥v∥2] ≥ 1 − exp(−O(ϵ2m))

即新定义的f是⽆偏估计

注意此处是把m个独⽴的点积拼接起来

问题：如果不拼接呢？⽐如

可⾏吗？1/ m ⋅ ∑ ⟨wi, v⟩

也可以写成 ，这⾥

是 构成的矩阵

f(v) = Av
A ∈ ℝm×d w1, …, wm

决定了降维的维度，称为target dimension，是降维的最重要性能指标m

证明推导超出本课范畴，有兴趣可参考其他资料



利⽤union bound

• 对于 个点的集合 ，如何应⽤该结论？


• 先考虑（任意）⼀对点 ，定义 并应⽤结论


• 此时有：

n P

(x, y) vxy = x − y

Pr[∥f(x) − f(y)∥2 ∈ (1 ± ϵ) ⋅ ∥x − y∥2] ≥ 1 − exp(−O(ϵ2m))

∀v ∈ ℝd, Pr[∥f(v)∥2 ∈ (1 ± ϵ) ⋅ ∥v∥2] ≥ 1 − exp(−O(ϵ2m))

重要性质：线性变换

f(x) − f(y) = f(x − y)

f(v) :=
1

m
(⟨w1, v⟩, …, ⟨wm, v⟩)



利⽤union bound (cont.)

• 我们有了：对于任意确定⼀对 ：



• 我们要的是：每对 同时保持 


Union bound: 


• 因此，我们要求 ，解得

(x, y)
Pr[∥f(x) − f(y)∥2 ∈ (1 ± ϵ) ⋅ ∥x − y∥2] ≥ 1 − exp(−O(ϵ2m))

(x, y) ∥f(x) − f(y)∥2 ∈ (1 ± ϵ) ⋅ ∥x − y∥2

Pr[⋃
i

Bi] ≤ ∑
i

Pr[Bi]

exp(−O(ϵ2m)) ⋅ O(n2) ≤ 0.1 m = O(ϵ−2 log n)
0.1是⼀个任意的常数，代表失败概率

具体到我们：定义 事件为 误差⼤于 倍，即“坏”事件 
利⽤union bound：存在⼀对点发⽣坏事件 的概率不超过

Bxy ∥f(x) − f(y)∥2 ϵ
Bxy ∑

x,y

Pr[Bxy]

，且有 个Pr[Bxy] ≤ exp(−O(ϵ2m)) O(n2) Bxy

这个事件的反⾯就是每对 同时

保持 误差在 倍

(x, y)
∥f(x) − f(y)∥ ϵ



重要性质：Data Oblivious

Data oblivious：指算法/函数的定义不依赖于具体的输⼊数据集


回忆： 


• 映射  只⽤到了随机数 ，不依赖于数据集


• 那什么不是data-oblivious的？


• 例如：求解⽤m维达到的最优的误差z

f(v) :=
1

m
(⟨w1, v⟩, …, ⟨wm, v⟩)

f wi
虽然依赖v作为数据点输⼊，但是并不依赖整个数据集

即⽆论数据集具体的点是什么，都按照同样的⽅法构造

另⼀种理解：算法的输⼊不依赖于整体数据集

min . z
s . t . ∥px − py∥2 ≥ (1 − z) ⋅ ∥x − y∥2 ∀x, y

∥px − py∥2 ≤ (1 + z) ⋅ ∥x − y∥2 ∀x, y
px ∈ ℝm ∀x ∈ P这⾥⾯需要知道数据集P



Data Oblivious的好处

特别适⽤于⼤数据算法


• 例如对于数据流算法，只需要预先存储 个 维的⾼斯


• 每个到来的d维数据点可以在 空间直接求出降维后的 维向量


• 如果不data-oblivious，那么需要读取整个数据集后操作，经常需要线性空间


• 类似地，在并⾏计算等也可以直接使⽤

m d

O(md) m



实现细节/其他版本

• 实际应⽤时很少根据 和 确定维数 ，⽽是直接根据经验指定⽬标维度


• 实际表现⼀般不错； 只是最坏情况，通常达不到


• 更“简单”的JL：将随机向量 替换成每维是独⽴ 均匀随机数的向量


• 直觉


• 是d维单位⽴⽅体，上述随机向量是其随机顶点


• 维随机⾼斯是d维单位球上的随机点，是随机⽅向

ϵ n m

m = O(ϵ−2 log n)

wi {−1,1}

{−1,1}d

d

回忆：f(v) :=
1

m
(⟨w1, v⟩, …, ⟨wm, v⟩)

⽤离散的随机单位⽴⽅体顶点来近
似连续的随机⽅向



应⽤：linear regression



Linear Regression
线性回归

• 输⼊： ，其中每个 ， 


• 要求：找到⼀个 使得 即最⼩⼆乘误差最⼩化


• 解释：想要找到⼀个y和x之间的线性关系


• 即设 分别是从某个 分布上采样的，那么希望有

(x1, y1), …, (xn, yn) xi ∈ ℝd yi ∈ ℝ

w ∈ ℝd ∑
i

(⟨xi, w⟩ − yi)2

xi, yi X, Y Y = w0 +
d

∑
j=1

wj ⋅ Xj

这⾥ 项是“常数项”，但可以不单独写在求和外⾯，因为可以
给 增加第0维，取值恒等于1，并把 可看作是

w0
X w0 w0X0

⼀般考虑 ，n是数据点个数，d是feature个数n ≫ d

y是⼀个“label”，即x对应的“结果”

即希望X与Y线性相关



举例：d = 1

• 考虑 的情况，


• 要求 最⼩化 


• 如何解？


• 暴⼒展开后是关于 和 的⼆次函数


• 可以对 和 分别求（偏）导数并令导数 = 0得到⼀个⽅程

xi ∈ ℝ

w, w0 ∈ ℝ ∑
i

(xiw + w0 − yi)2

w w0

w w0
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◆

◆

◆

◆

◆

◆

◆

◆
◆

◆ ◆

◆

◆

◆
◆

◆

◆

◆

◆

◆

◆
◆

◆

◆

◆

◆◆
◆

◆

◆

◆

◆

◆
◆

◆

◆

◆

◆

◆◆ ◆
◆

◆
◆

◆

◆
◆

◆

◆

◆◆
◆◆

◆ ◆
◆

◆◆
◆

◆

◆

◆◆

◆

◆

◆
◆
◆◆

◆◆
◆ ◆

◆
◆ ◆

◆◆

◆◆

◆

◆ ◆

◆
◆
◆

◆

◆

◆

◆ ◆◆

◆
◆

◆
◆

◆

◆

◆

◆

◆

◆

◆
◆

◆

◆

◆
◆

◆

◆
◆

◆
◆
◆ ◆

◆◆

◆

◆
◆

◆◆
◆
◆ ◆

◆

◆

◆ ◆

◆

◆

◆
◆

◆

◆
◆

◆

◆
◆◆
◆
◆

◆◆◆ ◆
◆
◆ ◆

◆
◆
◆◆

◆◆

◆

◆
◆
◆

◆◆
◆◆ ◆

◆

◆
◆
◆
◆

◆◆ ◆
◆◆◆

◆

◆
◆◆

◆
◆

◆

◆
◆

◆ ◆
◆◆◆

◆

◆
◆◆

◆
◆
◆
◆

◆
◆

◆

◆ ◆
◆

◆

◆
◆

◆◆
◆◆
◆

◆
◆

◆
◆
◆

- 1.0 - 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

- 2

0

2

4

Quarterly change in the unemployment rate (Δ%)

Q
ua

rte
rly

 c
ha

ng
e 

in
 G

D
P

(Δ
%

)



情况的求解d = 1




对 和 分别求导并令其 = 0：


∑
i

(xiw + w0 − yi)2 = ∑
i

x2
i w2 + w2

0 + y2
i + 2ww0xi − 2xiyiw − 2w0yi

w w0

{
2(∑i x2

i )w + 2(∑i w0xi − xiyi) = 0

2nw0 + 2∑i (xiw − yi) = 0



⼀般情况的求解

• 将输⼊ 写成矩阵 第 ⾏是 ，向量 


• 那么问题可以写作 


• ⼀般公式：最优的 


• 什么复杂度？ 需要 ，是主要复杂度项（另外，求逆需要 ）

(x1, y1), …, (xn, yn) X ∈ ℝn×d i xi y := (y1, …, yn)

arg min
w∈ℝd

∥Xw − y∥2

w* = (X⊤X)−1X⊤y

X⊤X O(nd2) O(d3)

也是通过对每个 求导后令导数 = 0得到⽅程，然后这是⽅程的解wi

这⾥ 未必存在，存在条件是 的d列线性独
⽴，即d个feature是独⽴的

(X⊤X)−1 X



关于 的可逆性X⊤X

• 可逆当且仅当 的rank是d，也就是X的d列线性独⽴


• 对于linear regression我们⼀般假定X的列都是独⽴的


• 不独⽴的话，可以只保留独⽴的列


• 那些不独⽴的列本来也不影响x和y之间的线性关系


• 另⼀种操作（会引⼊微⼩误差）：将X每⼀个元素加上微⼩均匀随机噪声


• 噪声范围⾜够⼩即可保证对结果影响不⼤

X⊤X X
也就是任何⼀列都不能表示称其他列的线性组合



* 随机矩阵的rank

• 考虑⼀个 随机矩阵 ，其中每个 都是⼀个独⽴的 上均匀随机数


• 任取 的⼀列，例如第⼀列 ，则该列可被其他列线性表出的概率是0


• 由于 独⽴于其他 ，可假定其他 都确定后再选取 


• 考虑所有的 的线性组合 


• 这些线性组合落在单位⽅ 的⼀个 维⼦空间，⽽ 可以取遍整个⽅


• 这样 落在 维⾯上的概率就是0，也就是可被线性表出的概率是0

n × d M Mij [0,1]

M m1

m1 mi mi m1

m2, …, md {λ2m2 + … + λdmd : λ2, …, λd ∈ [0,1]}

[0,1]d (d − 1) m1

m1 d − 1

设 个列对应的向量为d m1, …, md ∈ ℝn

d维⽅的 维⾯/⼦空间的体积是0d − 1



优化复杂度：降维

回顾：⽬标是 


• 这⾥ 和 都是n维的向量，最后⽬标是求这两个向量的距离（的平⽅）


• 能否⽤⼀个JL矩阵 ，得到m维的 和 ，使得


• 如果这样可⾏，那么就预处理 和 后解regression，可以把n降成m

arg min
w∈ℝd

∥Xw − y∥2

Xw y

A ∈ ℝm×n AXw Ay

AX Ay

是target dimensionm∥AXw − Ay∥2 ∈ (1 ± ϵ)∥Xw − y∥2

因此刚刚的 复杂度变为O(nd2) O(md2)



问题是？

• 但：我们到底是对哪些向量保范数平⽅呢？这决定了m该取多少


• ⽬标： ，且我们想 只有 误差


• 这要求：对所有 都保 ，⽽不仅仅是最优解 


• 回忆JL保证：

arg min
w∈ℝd

∥Xw − y∥2 arg min
w′ ∈ℝm

∥AXw′ − Ay∥2 1 ± ϵ

w ∈ ℝd ∥AXw − Ay∥2 w*
否则，降维后的代价 对某个 甚⾄可以远

⼩于真实的 ，甚⾄⼩于最优解！ 
这会让整个优化问题完全失去意义

∥AXw − Ay∥2 w
∥Xw − y∥2

理论上需要对所有、⽆穷多个 应⽤JL 
此时⽤union bound的话，target dimension 需要是⽆穷？！

v = Xw − y
m

∀v ∈ ℝd, Pr[∥f(v)∥2 ∈ (1 ± ϵ) ⋅ ∥v∥2] ≥ 1 − exp(−O(ϵ2m))

也就是先降维，然
后在低维上解问题



解决⽅案：Subspace版本的JL

• 特殊性：需要考虑的 虽然是 维，但rank/独⽴变量数/⾃由度只有d


• 设 是 的⼀个d维的⼦空间

v = Xw − y n

𝒰 ℝn

这是因为Xw中w是d维的

在我们应⽤中是所有 在变换 下的集合，即  
可以（不失⼀般性）看作是 维空间只有前 个维度⾮0的⼦集

w ∈ ℝd Xw {Xw : w ∈ ℝd}
n d

例如 的x-y平⾯就是⼀个2维⼦空间，并且任意 上
的2维⼦空间都可以通过旋转平移得到x-y平⾯
ℝ3 ℝ3

可等价写作 ： 和 在d维基础上加⼀维
Xw − y X′ w′ X′ w′ 

X′ =
X11, …, X1d y1

⋮ , ⋱ , ⋮ ⋮
Xn1, …, Xnd yn

w′ =

w1
⋮
wd

−1



Subspace版本的JL

• 设 是 的⼀个d维的⼦空间


定理： 的JL矩阵 满⾜：


,    


• 如果把这样的m代⼊，就可将regression复杂度从 降到

𝒰 ℝn

m = O ( d log(ϵ−1) + log(1/δ)
ϵ2 ) A ∈ ℝm×n

∀v ∈ 𝒰 Pr[∥Av∥2 ∈ (1 ± ϵ) ⋅ ∥v∥2] ≥ 1 − δ

O(nd2) O(d3)

回忆： 是 ，其中每个 是n维⾼斯或者归⼀化的 独⽴向量A
1

m
⋅ (w1, …, wm) wi {−1,1}n

将 和 看作常数，这基本上就是ϵ δ m = O(d)

也就是说：再⼤的n也可以规约到 的规模解出来！n = d



进⼀步优化

• 注意到需要预先对X⽤JL，即计算AX


• A⼤约 维，X是 维，依然需要 ，与原来的 ⽐也没更好……


• 另外：⼀般⽽⾔ 都是稀疏的，即多数位置都是0


• 记 为X中⾮0元素的个数，nnz = number of non-zero


因此，我们想要 的复杂度来计算 ！

d × n n × d nd2 X⊤X

X

nnz(X)

O(nnz(X)) AX



复杂度O(nnz(X))

设随机 每列只有⼀个均匀随机位置⾮0，且该元素取均匀随机 


定理：⽤ 替代JL矩阵A， 有类似保证

S ∈ ℝm×n {−1,1}

A′ = S m = O(ϵ−2d ⋅ poly log(ϵ−1d))

,    ∀v ∈ 𝒰 Pr[∥A′ v∥2 ∈ (1 ± ϵ) ⋅ ∥v∥2] ≥ 0.9
回忆 是 的 维⼦空间𝒰 ℝn d

下⻚解释 可在 计算！SX O(nnz(X))

[Clarkson-Woodruff, STOC 13]



为什么 可在 时间计算？SX O(nnz(X))

• 因为要利⽤ 的稀疏性，我们考虑某个⾮零的 如何影响结果 


• ⾸先只会影响 的第 列的某（些）⾏；但根据 性质，只有⼀⾏会被影响


• 具体：设 的第 列选取的随机⾏是 ，那么 只会影响 


• 算法：扫描 的⾮0项 ，更新结果矩阵  += 

X Xij SX

SX j S

S i π(i) Xij (π(i), j)

X Xij Mπ(i),j Xij

事实上：即使不考虑稀疏性

也⽐ 要好nnz(X) ≤ nd nd2



求解linear regression：完整算法

• 根据刚刚提到的⽅法⽣成每列只有⼀个⾮0元素的 矩阵 


• 预处理/计算 和 ，这⾥ 


• 在 和 的新输⼊上利⽤ 公式计算近似最优解 


• 输出

m × n S

A′ X A′ y A′ = S

X̂ = A′ X ̂y = A′ y w = (X̂⊤X̂)−1X̂⊤ ̂y w

w 需要采⽤⾼斯消元

m可以灵活选取，未必按照理论上界 
但注意：需要m ≥ d



作业九：利⽤subspace版本JL⾼效求解regression

• http://cssyb.openjudge.cn/23hw9/


• 截⽌⽇期2023年6⽉1⽇

http://cssyb.openjudge.cn/23hw9/


* 如何证明基础版本Subspace JL？

定理： 的JL矩阵 满⾜：


,    


• 简化：只需要对单位模⻓的 证明即可（因为范数和 都是线性操作）


• 这样的话就只需要证 ⼤概率成⽴

m = O ( d log(ϵ−1) + log(1/δ)
ϵ2 ) A ∈ ℝm×n

∀v ∈ 𝒰 Pr[∥Av∥2 ∈ (1 ± ϵ) ⋅ ∥v∥2] ≥ 1 − δ

v A

∥Av∥ ∈ (1 ± ϵ) 模⻓可以从 和 提取出来约掉∥Av∥2 ∥v∥2



总思路

• ⿊盒使⽤JL结论：


• 直接union bound的问题：需要在整个单位球上的⽆穷个点上应⽤， …


• 因此需要离散化，使得只需要保有限点上的模⻓，就可以保所有单位球上的

m → ∞

JL核⼼结论：


∀v ∈ ℝd, Pr[∥f(v)∥2 ∈ (1 ± ϵ) ⋅ ∥v∥2] ≥ 1 − exp(−O(ϵ2m))



* 离散化： -netϵ

• -net：d维单位球⾯ 上的离散⼦点集 ，使得


• (covering) 任何球⾯点 都能找到⼀个在 中距离 的点


• (packing) 任何两个 中的点距离 


• -net显然是存在的


• 贪⼼：从球⾯ 任取⼀点 ，去掉 ，在剩下的球⾯上重复该过程


• 定理：任何 -net 的⼤⼩⾄多是

ϵ 𝒮𝒰 Nϵ

x Nϵ ≤ ϵ

Nϵ ≥ ϵ

ϵ

𝒮𝒰 u B(u, ϵ)

ϵ Nϵ O(ϵ−d)

2维⼦空间的 -netϵ

以u为中⼼，半径是 的区域/球ϵ

可以⽤体积来论证： 每个点为中⼼ 半径球互不相交 
所有球包含在 半径的⼀个⼤球内；最多允许有多少⼩球？

Nϵ ϵ/2
O(1)



* 完成证明：⽤ -net表示 、并对 -net⽤JLϵ v ϵ

引理：考虑⼀个 以及此时可以把 表示成


，其中 ，使得 


JL性质：设 是JL矩阵，并且假定A同时保持了 内所有点的范数，即


， 


则对任意的 ：

v ∈ 𝒮𝒰 v

v = x0 + c1x1 + … xi ∈ Nϵ |ci | ≤ ϵi

A Nϵ

∀u ∈ Nϵ ∥Au∥2 ∈ (1 ± ϵ) ⋅ ∥u∥2 ∈ (1 ± ϵ)

v ∈ 𝒮𝒰

该引理的证明稍后给出

∥Av∥ = ∥Ax0 + c1Ax1 + … ∥
≤ ∥Ax0∥ + c1∥Ax1∥ + …

≤ (1 + ϵ) + (1 + ϵ) ⋅
∞

∑
j=1

ϵ j ≤ 1 + O(ϵ)

三⻆形不等式

利⽤∥Axi∥ ≤ (1 + ϵ)

由于 ， 
target dimension只需
要是

|Nϵ | ≤ ϵ−d

O(ϵ−2 log(ϵ−d))

另⼀个⽅向依然可⽤三⻆形不等式： 
∥Ax0 + c1Ax1 + … ∥

≥ ∥Ax0∥ − c1∥Ax1∥ − c2∥Ax2∥ − …



* 证明引理：如何⽤ -net表示ϵ v

证明引理：取 为 在 中距离 以内的点


• 故 是⼀个norm⾄多是 的向量


• 定义 为 在 中距离 内的点，取 


• 递归对 进⾏操作，得到 ，且

x0 v Nϵ ϵ

v − x0 ϵ

x1
v − x0

∥v − x0∥2
Nϵ ϵ c1 = ∥v − x0∥2 ≤ ϵ

v − x0 − c1x1 c2 ≤ ϵ2 ∥v − x0 − c1x1 − c2x2∥ ≤ ϵ3

2维⼦空间的 -netϵ

需要归⼀化才能⽤net的性质

所以 ，推出∥
v − x0

∥v − x0∥
− x1∥ ≤ ϵ ∥v − x0 − c1x1∥ ≤ ϵc1 ≤ ϵ2

可以是⼀个⽆穷项的求和

引理：考虑⼀个 ，此时可以把 表示成


，其中 ，使得

v ∈ 𝒮𝒰 v

v = x0 + c1x1 + … xi ∈ Nϵ |ci | ≤ ϵi

之后依此类推


