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从近似计算直径的数据流算法说起

• 我们学过如何在线性时间对直径做 -近似


• 是否可以做成⼤数据算法，例如数据流算法？


• 我们将介绍基于sparse recovery的⽅法，来实现：


• 空间的数据流算法来给出直径的 -近似


• 我们还将介绍与sparse recovery有关的其他⼏个算法

(1 + ϵ)

O(ϵ−dpoly log n) (1 + ϵ)



线性时间 -近似直径(1 + ϵ)

• 先O(n)时间找⼀个直径的2-近似值T


• 作 的⽹格，并round到中⼼


• 因此每个点移动了 


• 因此新点集 满⾜





• 算法：在 上暴⼒求直径，复杂度

ℓ := ϵ ⋅ T/ 2

≤ 2ℓ ≤ ϵ ⋅ diam(P)

P′￼

diam(P′￼) ∈ (1 ± ϵ) ⋅ diam(P)

|P′￼| |P′￼|2 ⋅ d

T可通过选取任意点u，求u到最远
点的距离得到（⻅第⼀讲）

所有点都在 ⼤⽅格内，⼩⽅格

，故

P′￼ diam(P′￼) × diam(P′￼)
ℓ ≥ Ω(ϵ ⋅ diam(P)) |P′￼| ≤ (O(1/ϵ))2

即满⾜1/2 ⋅ diam(P) ≤ T ≤ diam(P)

总复杂度：O(nd log n) + ϵ−O(d)

可以是任意确定点

可在 时间构造O(nd log n) P′￼



数据流算法模型

• 在某个domain上的数据，不失⼀般性设为[n]，以数据流的⽅式给出


• 数据流是⼀个插⼊/删除domain元素的操作序列，只⽀持单次、顺序访问


• 例如：ins 1，ins 2，ins 2，ins 3，del 1后，得到的数据集是 


• 在数据流结尾，在当时的数据集上进⾏某些查询操作


要求：使⽤亚线性、尽量少的空间，时间是第⼆考虑但追求均摊

{2,2,3}

poly log n

⼀般允许有重点

，不失⼀般性因为有限domain总可以映射到[n] = {1,…, n} [n]

⼀般不需要实时进⾏，只需要在结尾进⾏⼀次查询



举例：2维欧⽒点集直径问题的数据流设定

• 设所有可能的数据点都在⼀个 的区域


• 数据流：⼀系列点坐标的插/删，例如


• ins (1, 1), ins(1, 0), ins(2, 0), del(1, 0), ins (3, 4)后得到 


• 当数据流结束后，给出点集直径（的估计）


• 上⾯的例⼦就是 这个点集的直径

Δ × Δ

{(1,1), (2,0), (3,4)}

{(1,1), (2,0), (3,4)}

这就是数据的domain，例如int坐标点就是int乘以int的区域

可以不失⼀般性映射到 （ ）[n] n = Δ2

⼀般地，允许有重点



数据集的等价表达：频数向量

• 数据集可以⽤每个元素出现的频数的频数向量 进⾏等价表达


• 每维对应⼀个数据domain上的点，值等于该点出现了多少次


• 例如对于int型的domain， 就是 ⻓度


• 刚刚的例⼦的 对应的频数向量中，只在2、3对应维度上是1，其他是0

x

x

x 232

{2,3}

⼀般假设：频数向量每⼀维的最⼤绝对值，也就是 ，是 的∥x∥∞ poly(n)



数据的Support

• 对于频数向量 ，令 代表 中⾮0的坐标


• 考虑 的⼀⼤作⽤是忽略重复点，并且很多操作都是定义在 上


• 相关概念： 范数，定义为 


• 频数向量的 范数代表数据有多少不同的元素

x supp(x) := {p : xp ≠ 0} x

supp(x) supp

ℓ0 ∥x∥0 := |supp(x) |

ℓ0

即在数据流结束时仍存在的元素我们⼀般⽤ 代表⼀个数据点p



重要⼯具：Sparse Recovery
可以解决直径问题

• 复习：称⼀个频数向量 是k-sparse的若 


• Sparse recovery是⼀个数据流算法，给定⼀个参数 ：


• 检测数据流（的频数向量）是否是k-sparse的


• 如果Yes，就把 完全恢复出来


结论：存在⼀个⾼概率成功的 空间的sparse recovery算法

x ∥x∥0 ≤ k

k

supp(x)

O(k ⋅ poly log n)

回答Yes/No

即输出⼀个集合，等于 ，⼀共⾄多k个元素supp(x)

是domain⼤⼩，也就是频数向量的⻓度/维数n更新时间 

查询时间

poly log n
O(k ⋅ poly log n)

技术上说，这⾥允许负频数，并且只要不是0频
数，都算作support⾥⾯



利⽤Sparse Recovery解决数据流直径问题
⼤体思路

• 在离线算法中，需要先对直径有⼀个 -近似，但很难在带删除的数据流做到


• 新的idea：“穷举”/“猜”/⼆分查找直径的值，然后验证猜测是否正确


• 性质：若猜的值 ，数据点移到 的格点后“⾮空”格点有 个


• 原因：


• 每个点移动量⾄多 ，移动后点击直径⾄多 


• ⼀个 的⽅可以容纳多少 的⼩⽅？

O(1)

D ≥ diam(P) ϵD ϵ−O(d)

O(ϵD) O(D)

O(D) × O(D) ϵD × ϵD

2-近似：从任意点出发，找最远

ϵ−O(d)

可以采⽤ 的
sparse recovery暴⼒恢复

k = ϵ−O(d)设点集是 ， 是直径P diam(P)

只插⼊也是容易的，但是带删除呢？



算法：利⽤Sparse Recovery解决数据流直径问题

• for 


• 维护domain在 上的k-sparse recovery structure ，参数 


• 当数据流插/删点 时，找到 所在的 格点中⼼ ，将 从 插⼊/删除


• 数据流结束时，询问每⼀个 是否k-sparse


• 找到 值最⼩的返回Yes的 ，返回恢复的点集并求该点集直径作为结果返回

i = 0,…, O(log(Δ))

Δ × Δ 𝒮i k = ϵ−O(d)

p p ϵ ⋅ 2i p′￼ p′￼ 𝒮i

𝒮i

i 𝒮i

以2倍为步⻓穷举/猜测直径的值

刚刚看到，猜测 时都会返回Yes

因此需要找符合条件的最⼩ 值来找到 的猜测

事实上，可能会找到更⼩的 ，但这只会让解更加精确

≥ diam(P)
i ≈ diam(P)

i



时空复杂度分析？

• 使⽤了 个 的sparse recovery结构，domain⼤⼩是 


• 总共空间是 


• 更新时间是 ，查询时间

O(log(Δ)) k = ϵ−O(d) Δ2

ϵ−O(d) ⋅ poly log(Δ)

poly log Δ ϵ−O(d) ⋅ poly log(Δ)

结论：存在⼀个⾼概率成功的 空间的sparse recovery算法O(k ⋅ poly log n)

更新时间 ，

查询

poly log n
O(k ⋅ poly log n)



可选作业：欧⽒点集直径的数据流算法

• 可以再次提交到之前的估计直径的作业，测试正确性


• http://cssyb.openjudge.cn/practice23/3/


• 我们不再单独设置按照数据流要求评测的新版本题⽬


• 请⾃⼰确保数据只读了⼀遍，并且不⽤存所有点、只存需要的数据结构

http://cssyb.openjudge.cn/practice23/3/


数据流Sparse Recovery



思路

• 先考虑 


• 测试是否有⾄多1个的不同元素


• 若上述判断为Yes，则只有⼀个不同元素，设计算法将它恢复出来


• 对于⼀般的 


• 将元素⽤⾜够⼤、⾜够多的随机哈希映射到 个bucket⾥

k = 1

k

O(k)
使得 个元素的每⼀个都能找到⼀个⽆冲突/只含有它⾃

⼰的bucket，从⽽实现1-sparse recovery
k



：先假设必有⾄多⼀个不同元素，如何恢复？k = 1

• ⼀个确定性算法：


设 是频数向量，维护 ， 


• 最后计算 就是唯⼀出现的元素编号， 就是出现次数

x ∈ ℤn c1 :=
n

∑
p=1

xp c2 :=
n

∑
p=1

p ⋅ xp

p = c2/c1 c1

例如插/删 时， ，p c1 := c1 ± 1 c2 := c2 ± p

⼀个有趣的事实：该算法甚⾄适⽤于负频数



如何检测数据流有多于1个不同元素？

⼀个错误算法：仍维护 ， 


寄希望于多于1个元素时 除不尽，但这个未必成⽴


利⽤fingerprinting：设随机 其中 是素数


多维护⼀个

c1 :=
n

∑
p=1

xp c2 :=
n

∑
p=1

p ⋅ xp

p′￼ = c2/c1

r ∈ {0,…, q − 1} q = poly(n)

c3 :=
n

∑
p=1

xp ⋅ rp mod q
远⼤于 和每个 的最⼤值即可n xp

⼀般假设：频数向量每⼀维的最⼤绝
对值，也就是 ，是 的∥x∥∞ poly(n)



检测算法

算法：维护 ， ，以及 


• 如果 不能被 整除，则返回No


• 否则，令 ，若 返回Yes，否则No


当频数向量确实1-sparse时，该算法返回Yes


但如果不是1-sprase呢？

c1 :=
n

∑
p=1

xp c2 :=
n

∑
p=1

p ⋅ xp c3 :=
n

∑
p=1

xp ⋅ rp mod q

c2 c1

p′￼ = c2/c1 c3 = c1 ⋅ rp′￼ mod q



概率分析

设 ，则 是 次多项式，有⾄多 个零点


对应的就是 返回Yes的情况


如果数据流不是1-sparse的， 


因此：新算法可以⼤概率检测是否

g(t) :=
n

∑
p=1

xp ⋅ tp − c1 ⋅ tp′￼ mod q g(t) ≤ n n

g(r) = 0 c3 = c1 ⋅ rp′￼

Pr[g(r) = 0] ≤ n/q ≤ 1/poly(n)

∥x∥0 > 1

对于取模也成⽴



推⼴到 -sparsek
先考虑⼀个hash

• 不妨设 个不同元素是 


• 先考虑⼀个随机哈希 


• 考虑 ： 


• 因此存在与 的哈希冲突的概率

k [k]

h : [n] → [2k]

p ∈ [k] Pr[∀q ≠ p ∈ [k], h(p) ≠ h(q)] = (1 − 1/(2k))k−1 ≥ 0.5

p Pr[∃q ≠ p ∈ [k], h(p) = h(q)] ≤ 0.5

p所在bucket只含有p，即⽆冲突的概率



利⽤多个hash
“多次试验”

然后考虑 个独⽴的hash 


我们想要：Pr[ 对所有 都存在⼀个⽆冲突的  ] > 0.5


• 对任何 ，所有hash 上 都有冲突的概率 


• 推出：存在 ，所有hash 上 都有冲突概率

T = O(log k) {h(i) : [n] → [2k]}T
i=1

p ∈ [k] h(i)

p ∈ [k] h(i) p ≤ 0.5T ≤ 1/(2k)

p ∈ [k] h(i) p ≤ 0.5
反⾯事件就是我们想要的：对所有 都存在⼀个⽆冲突的 的概率p ∈ [k] h(i) > 0.5

union bound



完整算法

初始化：


• 设置 个独⽴的随机hash 


• 对任何 ， ，维护⼀个1-sparse recovery 


数据流插/删元素 时：对所有 ，令 ，在 插/删 


数据流结束时：找到所有的1-sparse的 ，返回恢复结果的并集

T = O(log k) {h( j) : [n] → [2k]}j

i ∈ [T] j ∈ [2k] 𝒮ij

p ∈ [n] i ∈ [T] j = h(i)(p) 𝒮ij p

𝒮ij
注意：我们可以将1-sparse的元素ID和元素出

现频数都恢复出来！



遗留问题：如何检测有多于 个不同元素？k
⼤体思路

先当作频数向量是 -sparse的，运⾏上⻚的算法，最后仍会恢复出⼀些元素来


如果恢复出超过k个不同元素，那就不是k-sparse的


否则，把这些元素从数据流删除，检测删除后的数据流是不是空的


如果原来是k-sparse的，那么就恢复成功了，删除这些元素后会是⼀个空数据流


如果原来不是k-sparse的，那么删除完了就不会是空数据流

k
如果所有1-sparse和随机哈希都“成功”了


则这些恢复出来的元素必定是“真”元素，且如果真是k-sparse则⼀定都能恢复出来

检测⼀个数据流最后是不是空的，
可以使⽤1-sparse recovery



今天介绍的算法其实是Linear Sketch

• 称⼀个（数据流）算法是linear sketch，如果可以把算法看作如下形式：


• 设 是频数向量，则算法在数据流下维护的是⼀个线性操作后的结果 


• 算法在回答查询时，仅利⽤ ，即可以写成 


• 我们介绍的sparse recovery算法是linear sketch


• 1-sparse recovery维护的是若⼲求和


• k-sparse recovery⼀旦哈希确定了，就也是若⼲求和

x Ax

Ax f(Ax) 可以是随机的A

这些哈希可以理解成A，可以是随机的



Linear Sketch的优点

• 假设对数据流 和 分别维护了linear sketch 


• 则 就是 的sketch


• 同理也可以做减法：


• 例如 是前n个元素， 是前10个元素，那么 就是[11, n]的元素


• 这种可合并性对于⼤数据⼗分友好：分布式对每个数据⽚段执⾏之后合并汇总

P1 P2 𝒮1, 𝒮2

𝒮1 + 𝒮2 P1 ∪ P2

P1 P2 𝒮1 − 𝒮2

因此我们介绍的算法虽然看上去是单机算法，但可以很容易对数据分组运⾏后
同时运⾏在多机，得到整个⼤数据的sketch



与压缩感知的⼀些对⽐

• 都是linear sketch/linear measurements


• 我们可以理解成对于频数向量的压缩感知，但频数向量是通过数据流给出的


• 本质上，我们也是以 的⽅式来进⾏恢复的


• 今天介绍的是更适合⼤数据设定的⼀种⽅法


• 直接的压缩感知⽅法⽆法有效在数据流实现

b = Az
对我们来说 就是频数向量z



数据流 -采样ℓ0



相关问题： -采样ℓ0

• 刚刚介绍的sparse recover是当support⽐较⼩的时候全⾯恢复support的⽅法


• 当support⽐较⼤时，我们希望通过采样来了解support的情况/计算统计量


-采样是⼀个数据流算法，返回⼀个 上的均匀采样 
ℓ0 supp(x) p

∀q ∈ supp(x), Pr[p = q] =
1

|supp(x) |



-采样ℓ0

• 结论：存在⼀个使⽤空间 的 -采样算法，以 概率成功


• ⼀些重要note：


• 算法确实是输出了⼀个均匀采样，但是反复运⾏算法⽆法⽣成新的独⽴采样


• 要想⽣成独⽴采样，需要运⾏另⼀个（独⽴的） -采样算法

poly log n ℓ0 1 − 1/poly(n)

ℓ0

可以理解成反复询问也只会返回同⼀个样本

并且是linear sketch，⽀持合并/求差！



采样可以⽤来实现Sparse Recoveryℓ0

• 可以⽤来实现sparse recovery


• 事实：有 种盲盒均匀分布，开 个可以⼤概率凑⻬所有 种


• 第 种 次全都不出现概率 


• 因此：对于k-sparse数据流，只需要独⽴运⾏ 个 -采样就可以恢复


• 使⽤的空间与sparse recovery算法基本⼀致（差⼀些 项）

m T = O(m log m) m

i T = (1 − 1/m)T ≤ 1/poly(m)

O(k log k) ℓ0

poly log n

⼜叫coupon collection



-采样的实现思路ℓ0

• ⼀个对于 的均匀采样可以这样得到：


• 设 


• 将 上所有元素以 概率subsample


• 在“活下来”的元素中进⾏均匀采样


• “活下来”的元素有常数概率只有1个，可以调⽤1-sparse recovery！

supp(x)

|supp(x) | = k

supp(x) 1/k
即抛⼀枚正⾯朝上概率1/k的硬币



-采样的实现ℓ0

• 初始化：对 ，维护⼀个1-sparse recovery 


• 并设有随机哈希 使得 ， 


• 插/删元素 时：


• for ，若 则并将 插⼊ 


• 当数据流结束时：找到（任意）⼀个返回Yes的 ，返回恢复出来的元素

i = 0,…, O(log n) 𝒮i

h(i) : [n] → {0,1} ∀p ∈ [n] Pr[h(p) = 1] = 2−i

p ∈ [n]

i = 0,…, O(log n) h(i)(p) = 1 p 𝒮i

𝒮i
这也同时可以返回频数

维护的是以 概率存活的点𝒮i 2−i

可以将整个过程独⽴重复若⼲次来提升成功概率

由于我们不预先知道 ，需要穷举猜测|supp(x) |

Yes = 确实是1-sparse

可以使⽤universal hash来省空间



-采样的应⽤ℓ0



图数据流上求连通分量

• 图数据流设定：输⼊是⼀个⽆权⽆向图边集的数据流


• 例如ins(1, 2), ins(2, 3), ins(1, 3), del(1, 2)


• 设 为图上顶点个数， 为边数


结论：存在⼀个使⽤ 空间精确计算图的连通分量的数据流算法

n m

Õ(n)

两个数字代表⼀条边的两个端点

因此m < n2

Õ( f ) := O( f ⋅ poly log f )

每次更新的时间是poly log(n)

离线做法BFS、DFS需要 空间，带
删除就更加困难

O(m + n) 输出每个点从属于的
连通分量的编号

[Ahn-Guha-McGregor, SODA 12]



⼀个离线算法

输⼊： 


初始化：每个顶点 作为⼀个单独连通分量 


while 上轮连通分量情况发⽣变化


对每个分量 找任何⼀个跨越边 ，将这些跨越边加⼊后更新连通分量 


G = (V, E)

vi ∈ V Si := {vi}

Si ei {Si}i

称 是跨越 的边，若e = (u, v) Si u ∈ S, v ∉ S

算法的while循环⾄多运⾏ 轮，因为每轮每个 都会被合并，⼤⼩⾄少会doubleO(log n) Si

这个算法事实上给出的是⼀个⽣成森林



数据流实现：思路

• 由于我们可以承受 空间，每轮while的连通分量 是可以存下的


• 那么核⼼问题变成了：对每个 ，如何⽤较少空间找到跨越边 ？


• ⼤体思路是设计⼀种很特殊的 采样的“频数向量”，使support = 跨越边集

Õ(n) {Si}i

Si ei

ℓ0

while 当前仍有超过⼀个分量


对每个分量 找任何⼀个跨越边 ，将这些跨越边加⼊后更新连通分量Si ei {Si}i



巧妙利⽤频数向量来得到“跨越边集”

对每个顶点 ，定义频数向量 





重要性质：设 ，则 的 只含有跨越 的边

v ∈ V xv ∈ ℤ(V
2)

xv(u, v) :=
1 (u, v) ∈ E, u ≤ v
−1 (u, v) ∈ E, u > v
0 otherwise

S ⊆ V xS := ∑
v∈S

xv supp(xS) S

的每⼀维对应⼀条可能的⽆向边xv

假设顶点按1 ~ n编号

注意，这⾥⾯只有与v邻接的边对应的位置才可能⾮0

不妨先考虑 只有两个点，只有 是内部边

则 ，同⼀条边正负抵消

S = {p, q} s, t
xS(p, q) = xp(p, q) + xq(p, q) = 0

即，同⼀条边 ，设 ，在 上是+1，在 上是-1(u, v) u ≥ v xu xv



数据流算法

初始化：每个点 维护⼀个频数向量是 的 -采样结构 


维护：每插/删⼀条边 ，更新 和 


查询：当需要得到算法运⾏中某个 的跨越边时，计算 


然后从 上⽣成⼀个采样，这个采样就是 的某个跨越边

v xv ℓ0 ℒv

e = (u, v) ℒu ℒv

Si ℒS := ∑
v∈Si

ℒv

ℒS Si ei
利⽤ -采样结构是linear sketch

可合并的特点
ℓ0

xv(u, v) :=
1 (u, v) ∈ E, u ≤ v
−1 (u, v) ∈ E, u > v
0 otherwise

设 ，则 对应的 
u ≤ v ℒu xu(u, v) := xu(u, v) − 1
xv(u, v) := xu(u, v) + 1



更进⼀步：图数据流最⼩⽣成树

• 输⼊是⼀个带权⽆向图边集的数据流


• 例如ins(1, 2, 5), ins(2, 3, 4), ins(1, 3, 6), del(1, 2, 5)


• 设 为图上顶点个数， 为边数


结论：存在⼀个使⽤ 空间 -近似MST的数据流算法

n m

Õ(n/ϵ) (1 + ϵ)

前两维是两个端点，第三维是边权

Õ( f ) := O( f ⋅ poly log f )

每次更新的时间是poly log(n)
设边权范围在 内poly(n)



思路

• ⾸先，我们需要介绍⼀个特别适合于⼤数据的MST离线算法：Borůvka算法


• Borůvka算法是1926年提出的，基本上是已知最早的求MST的算法


• 我们的算法就是Borůvka算法的数据流实现


• 该算法与求连通分量的⽅法有相似之处



Borůvka算法

输⼊： ，边权函数 


初始化：每个顶点 作为⼀个单独连通分量 


while 当前仍有超过⼀个分量


对每个 找跨越 的最⼩权边 ，将 由⼩到⼤加⼊、成环则丢弃，更新

G = (V, E) w : E → ℕ

vi ∈ V Si := {vi}

Si Si ei {ei}i {Si}i

称 是跨越 的边，若e = (u, v) Si u ∈ S, v ∉ S



视频演示

https://disk.pku.edu.cn:443/link/6717E376882D5039F0E7A13B9BDAF87E



数据流实现思路

• 类似于求连通分量，重点也是找跨越某个集合 的跨越边，但此时要求最⼩权


• ⼤体思路：


• 将边数据流划分成⼦数据流，每个对应⼀种边权


• 每个⼦数据流维护⼀套求连通分量⽤的sketch


• 查询时：从⼩到⼤穷举边权，找到最⼩的有跨越 的边的边权，并返回⼀条边


• 问题：边权种类可能有 种，每种维护⼀套sketch需要 空间

S

S

O(m) = O(n2) Ω̃(m)



解决⽅案：离散化边权

• 离散化边权：将边权向上round到最近的 的⽅幂


• 这步可以在数据输⼊的时候顺带直接完成，因此可以不失⼀般性作出该假设


• 这样⼀共有 种边权

(1 + ϵ)

log1+ϵ(poly(n)) ≤ O(log(n)/ϵ)



完整算法

• 初始化：设 ，对 和 初始化⼀个 


• 插/删 ：设 是round后的边权， ，更新 、 


• 查询：模拟Borůvka算法，其中当要寻找跨越 的边时


• for 


• 计算 ，⽤ 采样⼀条边，若存在则返回该边，否则继续

L := O(log(n)/ϵ) i = 0,…, L v ∈ V ℒ(i)
v

(u, v, w) w′￼ j := log1+ϵ w′￼ ℒ( j)
u ℒ( j)

v

S

j = 0,…, L

ℒ( j)
S := ∑

v∈S

ℒ( j)
v ℒ( j)

S

同连通分量算法中的 ，只不过对每个 有⼀个独⽴的copyℒv i


