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⼤数据时代

有效算法 = 多项式时间算法？
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单个CPU：每秒 浮点运算；超级计算机：每秒 浮点运算1010 1018 即使仅扫描⼀遍数据也不切实际；单CPU性能增速跟不上数据

甚⾄线性时间都不够⾼效



“亚线性”计算模型

• 数据流算法：扫⼀遍数据流，⽤较⼩的空间计算


• 路由器/物联⽹设备上直接做数据分析


• 并⾏算法

MapReduce框架是分布式计算
最流⾏的软件实现



MapReduce



MapReduce：基本设定

• 设有规模 的输⼊数据，这些数据分散存储在若⼲机器上


• 机器空间和机器个数： 


• 在数据集上的计算通过某些抽象的基本操作进⾏

n

n1−ϵ 亚线性与输⼊规模 ，否则trivial/不是⼤数据n



⼤体架构：Driver + Worker



Driver将数据与任务分配给Worker



计算完成后Driver从Worker处收集结果



存储：Resilient Distributed Dataset (RDD)



MapReduce

• MapReduce框架将RDD抽象出来，定义了若⼲种RDD上的基本操作


• 这些基本操作的细节由MapReduce实现，使⽤者不需要关⼼


• 换⾔之，MapReduce定义了⼏个基本操作/编程语⾔，想要操作MapReduce
⼤数据的程序必须要⽤这⼏个基本操作写成



⼀般形式
[Karloff, Suri, Vassilvitskii, 2010]

• 输⼊：⼀组(K, V)对


• Mapper: 以数据中的每⼀对(K, V)为输⼊，输出⼀个或多个(K, V)对


• Reducer: 输⼊ 的若⼲(K, V)，返回另⼀组同样以 为key的若⼲(K, V)


• 即都是 形式


• ⼀轮 = Mapper + Reducer在整个数据集进⾏⼀次操作

K = K* K*

(K*, (V1, …, Vt))

可以理解成把输⼊的每个(K, V)对映射成若⼲其他(K, V)对

第⼀次将MapReduce框架的基本操作描述成数学语⾔



例⼦：统计频数向量的 -范数ℓ0
即不同元素的个数

• 输⼊ 个int分布式存储在⼀些机器上，想要计算这些数据的频数向量的 -范数


• 如何⽤Mapper和Reducer的语⾔在O(1)轮完成？


• 输⼊ 


• Mapper: 将每个  映射成 


• Reducer: 输⼊ 的所有tuple 输出 


• Mapper: , Reducer: 

n ℓ0

{(K, V) = (i, ai)}

(i, ai) (ai,1)

K = ai (K = ai, (V1 = 1,…, Vt = 1)) (ai,1)

(ai, t) ↦ (0,t) (0,(t1, …, tm)) ↦ (0,∑
i

ti)

切换关键字

由于关⼼ ，此处将 所有的出现汇总成1次 
若要求 范数应该输出

ℓ0 ai
ℓp (ai, tp)

对t求和这⼀简单操作的MapReduce语⾔描述



Apache Spark

• Apache Spark是⼀种⾮常流⾏的⽀持MapReduce的框架

Spark运⾏模式很灵活，可以尝试在⾃⼰单机配置运⾏，会利⽤多个CPU核⼼进⾏并⾏计算



MPC： 
简化的MapReduce计算模型



MPC (Massively Parallel Computing)
(Lattanzi, Moseley, Suri, Vassilvitskii, 2011)

• 输⼊数据： 个“点”，任意分布在若⼲机器上


• 每台机器的存储⾄多是 ，典型设定是 


• 定义机器个数为 


• 在⼀轮中：每台机器可以发信息到任何机器、从任何机器接受信息，但每台机
器的总收发量必须是 的


• ⼀般我们忽略 的factor

n

s = o(n) s = nα

m = Ω(n/s)

O(s)

poly log n

不是独⽴参数，⽽是取决于 和m n s

这⾥是指⼀般意义上抽象的数据点，可以是⼀条图上的边，可以是⼀个 的点等等 
总体要求是：假设⼀个点占据⼀个存储单位

ℝd

例如上述的机器数 允许 ，

每轮每台机器总通信可以是

m (n/s ⋅ poly log n)
O(s ⋅ poly log n)

是⼀个常数0 < α < 1



关于分布式算法的输出

• 输出⼀般也是分布式的，因为输出很⼤且⽆法存储在⼀台机器上


• 具体设定取决于问题，例如


• 排序: 每个元素存储⾃⼰在排序后的rank


• 图的匹配: 每个点存储⾃⼰匹配到的点的ID


• 对于图上的MST：每条输⼊边存⼀个Yes/No表示⾃⼰是否被选进MST



MPC算法

• ⼀段相同的算法/程序需要同时运⾏在所有机器上


• ⽬标：⼀般追求 轮，最好是 轮


• 理论上，主要追求轮数，本地计算可以先忽略不计

poly log n O(1)

但⼀般设计的算法的本地计算也是⾼效的



MPC基本算法



Broadcast⼴播

• 设机器1存储了⼀个⻓度为 的信息A


• 任务：将信息A传送/⼴播给所有机器


• 直接发给⼤家是不⾏的，因为会爆内存


• 设：机器内存 


• Claim: 可在 轮完成 (考虑⼀个 -叉树进⾏⼴播)

t

s ≥ t1+ϵ

O(logs n) tϵ

思考：要是 呢?s = O(t)

⼀开始，为不爆通信限制O(s)，机器1将⻓度t的信息A⽤1轮发送给 个其他机器 
收到信息的机器再⽤1轮每个发给其他 个机器，以此类推

tϵ

tϵ



⼴播的“逆”过程：Converge-cast

• Converge-cast：从每个机器上汇总⻓度为 的信息，到⼀个leader（如机器1）


• 例如：


• 每个机器有⼀个t-维int向量，想要所有机器的t-维向量的求和


• Claim: 可达到与broadcast相同的轮数

t

将converge-cast看作是“反向”的⼴播



简单应⽤：单点查询

• 例如，考虑 个分布存储在机器上的 上的点


• 给⼀个query point ，要求返回 在 个点中的 最近邻


• 轮可以做到：


• 把  broadcast给所有机器，所有机器求本地点到 最近邻


• converge-cast找这些最近邻中的最近邻，汇总到机器1

n ℝd

p ∈ ℝd p n ℓ2

O(logs n)

p p

⽐离线算法要容易：离线设定并不能有效⽀持这种暴⼒算法

事实上不⽌可以回答⼀个query point，可以回答⼀个batch，只要batch size ≤ s1−ϵ



重要⼯具：排序

• 分布式输⼊ 


• 要求将 升序排列使得位次相同的元素占据连续编号的⼀段机器


• 结论：可以在 轮完成

{ai}n
i=1

ai

O(poly logs n)在 的典型设定下，这个轮数就是 的s = nα O(1)



MPC实现思路：基于Multi-pivot快速排序

• 基于multi-pivot排序⽅法


• 如何在MPC实现？


• 找1台机器选好pivot，告知所有机器，每个机器根据pivot划分数据


• 为实现递归：将每个pivot区间汇总起来发送到连续编号的机器段上

回忆：如果输⼊数组是 且pivot是下标 ，那么就需要根据 来划分输⼊，

得到值 三个部分，即 三个新序列；之后要在三个新序列递归排序

(2,3,7,5,4,10,8) {2,4} a2 = 3,a4 = 5
< 3,[3,5], > 5 (2), (3,4,5), (7,8,10)

然后在每段机器上进⾏递归排序



MPC实现

• 在1号机器选 个 上的随机pivot，然后broadcast给所有机器


• 每台机器统计每个pivot区间有多少元素，并⽤converge-cast给1号机


• 1号机器再把得到的每个pivot区间的元素个数broadcast给所有机器


• 此时每台机器同时知道：所有pivot，和每个pivot区间⻓度

s {1,…, n}

这⾥pivot区间指的是例⼦中的三个新序列 
注意到每个区间可以很⼤、横跨多台机器，因此需要converge-cast

是⼀个⻓度是 的数组/向量s + 1

这⾥选任何  (t < 1)都可以，是为了让broadcast在 轮可做st O(logs n)



MPC实现

• 回忆：此时每台机器同时知道：所有pivot，和每个pivot区间⻓度


• 我们想让每个pivot区间都对应⼀段连续编号的机器


• 机器的编号可以⽤区间⻓度来计算


• 因此每台机器：


• 根据pivot划分本机的数据，将每个区间的数据发送到对应编号段的机器
⼩细节：⽐如⼀个编号段有100台机器，应该如何决定发给哪台？ 

难在每台机器都有⼀部分数据要发到这100台上，⽽机器间很难协调负载均衡 
因此应该⽤随机负载均衡技术：发给这100台的随机的⼀台

这样所有机器都知道每个pivot区间的数据
应该放到哪些个连续机器上



排序轮数分析

• pivot个数是 ，因此递归产⽣的⼦问题⼤概规模在 


• 总递归层数 


• 每轮递归，所有连续的机器段内进⾏若⼲次broadcast和converge-cast


• 这部分是 


• 总体上：

s n/ s

O(logs n)

O(logs n)

O(log2
s n)



直接应⽤：Linear Regression的MPC算法

• linear regression：输⼊是 


• 以分布式稀疏⽅式给出： 


• 如果假定 很⼩⽽ 很⼤，具体来说 


• 我们学过的⽅法：先降维，把 降成⼤概 


• 然后在 矩阵 上⽤公式

X ∈ ℝn×d

(i, j, Xij)

d n d ≪ s ≪ n

n O(d)

O(d) × d X̂ w = (X̂⊤X̂)−1X̂⊤ ̂y



回忆：降维矩阵S

设随机 每列只有⼀个均匀随机位置⾮0，且该元素取均匀随机 


定理：⽤ 替代JL矩阵A， 有类似保证

S ∈ ℝm×n {−1,1}

A′ = S m = O(ϵ−2d ⋅ poly log(ϵ−1d))

,    ∀v ∈ 𝒰 Pr[∥A′ v∥2 ∈ (1 ± ϵ) ⋅ ∥v∥2] ≥ 0.9
回忆 是 的 维⼦空间𝒰 ℝn d

[Clarkson-Woodruff, STOC 13]



如何在MPC计算 ？SX

• 对 ，设 的第 列选取的随机⾏为 


• 性质：设 ，则 只会影响 


• MPC算法：将 按照 为关键字排序，计算 并broadcast给 


• 再按 为第⼀关键字、 为第⼆关键字排序 


• 最后再将 直接发送到机器1，进⾏本地求解

i ∈ [n] S i π(i)

M = SX Xij Mπ(i),j

(i, j, Xij) i π(i) (i, ⋅ , ⋅ )

π(i) j (i, j, Xij)

M w = (X̂⊤X̂)−1X̂⊤ ̂y

轮数？

若 ⽆法存放在⼀台机器，即 ，则这步不能使⽤X̂ d2 > s

需要 空间存储，⽆法预先在⼀台机器⽣

成，只能在每个 的那⼀组分布式⽣成

π Ω(n)
i

此时排序后的⼀段可汇总出 的值Mπ(i),j



思考：其他基本task

• 是否需要排序？不排序能不能做得更好？轮数？


• 查找某个元素是否出现，返回rank区间有多少元素，去重，众数


• -采样ℓ0



Mapper和Reducer都如何在MPC实现？

• Mapper: 以单独的⼀对(K, V)为输⼊，输出⼀系列(K, V)对


• Reducer: 以 的相同若⼲(K, V)为输⼊，返回另⼀组同样以 为key的(K, V)


MPC是⼀种“更灵活”的“MapReduce”模型

K* K*

本机对每个元素直接处理

此处可以使⽤排序来将同⼀个K下的V整理到⼀起



MPC算法研究概述

• MPC算法是新兴算法领域，与⼤数据处理的关系密切


• 也受到了以Google Research为代表的⼯业界实验室的⼤⼒推动


• ⼀个研究主线是为各种不同数据设计MPC算法：


• 图数据


• 数据


• 字符串数据等

ℝd
⽬前研究最⼴泛

很重要，但是缺乏研究



图数据的MPC算法：细分Regime

• 图数据： 设有 个顶点，输⼊是图的边集


• 注意到输⼊规模其实是边数 ，⽽不是 


• 根据机器空间 与 的关系分为三个regime：


• super-linear： ，near-linear： ，sub-linear：

n

m n

s n

s = n1+ϵ s = Õ(n) s = n1−ϵ

数据⾄多可以是 ⼤⼩O(n2)

能存下点集和典型问题，例如MST/matching的解 
还能有 空余做别的nϵ

能存下点集和很多典型问题的解 
但是没有很多额外空间做其他事情

连点集和问题的解都存不下



Super-linear Regime下的MST
Filtering技术

• 空间 ，且设  


• 结论: 存在MPC算法能在 轮计算最⼩⽣成树的精确解 

s = Õ(n1+ϵ) |E | = m = n1+c

O(c/ϵ)
就是我们的η s

边数太少没意义：基本上可以发到⼀台
机器上运⾏经典算法解决掉

如果当前边数少于 了，就可以发到⼀台机器解决s

否则，把边集均匀分配到每台机器上，在每台机器上

收到的边集 ⽤传统算法计算MSTEi最后需要⼀个converge-cast来汇总每台机器上的MST

细节：⼀轮converge-cast之后，
会收集到 个MST边集的并。 
此时，需要把这个并集的MST求
出来，再继续converge cast

nϵ



Near-linear Regime下的MST
Linear Sketching技术

• 这⾥介绍⼀个⼀般⽅法：数据流算法经常可以转成MPC算法！


• 回忆：对于图数据流，我们得到了⼀个 空间的 近似MST的算法


• 具体来说：我们对每个顶点 维护了总⼤⼩ 的若⼲ -采样结构


• 重点：这些 -采样结构都是linear-sketch

Õ(n/ϵ) (1 + ϵ)

v Õ(1) ℓ0

ℓ0
回忆linear sketch重要性质：可合并



具体实现

• 将边按照较⼩顶点号排序


• 这样与每个顶点邻接的边都放在了某同⼀台机器上


• 对于每个顶点 ，将邻接边插⼊streaming算法维护的 ⼤⼩的⼀众 结构⾥


• 把每个顶点的数据结构直接发到1号机器


• 此时1号机器就有了整个图的streaming数据结构，可直接运⾏查询得到MST

v Õ(1) ℓ0

回忆：排序操作可以在 轮完成O(logs n)

注意这⾥不需要converge-cast来汇总，并
且不会爆空间（为什么？）



类似的：欧⽒空间近似直径

• 回忆：数据流sparse recovery算法可在 空间 近似直径


• MPC算法：


• 机器将本机点集喂给该数据流算法，得到⼀个 ⼤⼩的结构


• 使⽤converge-cast把所有的结构“求和”，汇总到机器1


• 机器1继续运⾏求直径的算法，得出直径

O(ϵ−dpoly log n) (1 + ϵ)

O(ϵ−dpoly log n)

因为是linear sketch，所以可以相加



⼀些思考：什么⽅法不适合MPC？

• ⾼度串⾏的算法很难有效在MPC实现，例如：


• local search、贪⼼等迭代式⽅法


• 动态规划


• 因此如何改造这些算法从⽽让其可以使⽤，或者为具体问题设计新的MPC算
法，是研究的重点

[Im-Moseley-Sun, STOC 2017]给出了LIS等问题的有效MPC算法，改动态规划

⼀般MPC轮数与迭代⽅法的轮数相关



研究⽅向：MPC上的⼏何问题

• 很多⾮常基本的计算问题都没有得到研究，即使对于低维/2维


• 举例：最近点对，全局最⼩权匹配，凸包……


• ⾼维：


• 什么都不知道，包括直径、最⼩⽣成树这些问题能做到什么程度都是open的


• 我正在考虑的问题：⾼维的直径、MST，聚类



课程评估

• 请同学们花⼏分钟时间参与⼀下课程评估


• PC端可访问 kcpg.pku.edu.cn


• ⼿机可扫码关注“本科课程评估”


• ⾸⻚—输⼊“学号”及“密码”登录—任务评价


• ⾮本校同学：点击个⼈设置—校外绑定—输⼊“学号”，“密码”默认为学号


• 根据“我的任务”中的课程，填写问卷并点击“提交”。

http://kcpg.pku.edu.cn

