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距离与相似度

• 给定⼀个数据集 ，定义⼀个距离/相似度度量 


• 相似度：越⼤越相似，越⼩越不相似


• 距离：“不相似度”


• 越⼩越相似，越⼤越不相似


• ⼀般满⾜三⻆形不等式

X d : X × X → ℝ+

最常⻅的距离：欧⽒距离

d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z)



基于距离的应⽤举例



推荐系统



抄袭检测
类似的：⽹⻚去重



⽣物学应⽤



集合的相似度度量



Jaccard Similarity

• 两个集合 
A, B ⊆ [n]

J(A, B) := {
|A ∩ B |
|A ∪ B |

A ∪ B ≠ ∅

0 otherwise

是⼀个 的数[0,1]



⽂本的相似度（考虑单词的集合）

社交⽹络上⽤户的社交距离（考虑各⾃邻居的集合）



如何计算J(A, B)?

• 直接计算：借助集合数据结构（设O(1)代价），可以在 计算


• 如果数据集有很多点（集合） ，经常需要查询两个点的 呢？

O( |A | + |B | )

{Ai}i J(Ai, Aj)

J(A, B) := {
|A ∩ B |
|A ∪ B |

A ∪ B ≠ ∅

0 otherwise



⼀种基于哈希的思路

• 对每个集合 ，希望计算/预处理⼀个哈希值 


• 使得 可以通过 和 直接得到


• 只需要 时间预处理 ，之后查询 都是

Ai h(Ai)

J(Ai, Aj) h(Ai) h(Aj)

O( |Ai | ) h(Ai) J(Ai, Aj) O(1)



MinHash

• 设所有的集合 的元素都来⾃某个universe [n]


• 设 为⼀个随机哈希


• 对每个 ,计算

Ai

h : [n] → [0,1]

Ai hmin(Ai) := min
x∈Ai

h(x)

Claim：Pr[hmin(A) = hmin(B)] = J(A, B)

注意此处映射到实数



的性质hmin

• ⼀般地，考虑⼀个任意的 ，并考察 


• 由于所有 上的 是独⽴同分布的，任何 成为min的概率都是⼀样的


• 更⼀般的，如果把 元素按照 升序排列，则会产⽣⼀个（均匀）随机排列


• 因此MinHash等价于把 上的元素做随机排列

S ⊆ [n] hmin(S) := min
x∈S

h(x)

x h(x) x ∈ S

S h(x)

[n]
直接存随机排列是低效的


hash可在⽤到某value才现算现存



验证MinHash主要性质

• 考虑 和 两个集合


• 可以假定 在 上各不相等


• 观察： 仅当 取在 


• 例如， 只能取在 上，若 取在 上则⼀定不能相等


• ⼀共7个元素，min取在中间3个元素上，概率是

A = {1,2,3,4,5} B = {3,4,5,6,7}

h {1,…,7}

hmin(A) = hmin(B) hmin A ∩ B

hmin(B) {3…7} hmin(A) {1,2}

3/7

Claim：Pr[hmin(A) = hmin(B)] = J(A, B)

{1,2}

{3,4,5}

{6,7}

|A ∪ B | |A ∩ B | |A ∩ B | / |A ∪ B | = J(A, B)



转化成随机算法

• 设 ，则 


• 完整算法（多次试验取平均值）：


• 采⽤T个独⽴的随机哈希 


• 对每个 和 ，计算 


• 对查询 ，计算

X := {1 hmin(Ai) = hmin(Aj)
0 oth.

Pr[X = 1] = J(Ai, Aj)

h(1), …, h(T)

Ai h(t) h(t)
min(Ai)

Ai, Aj
1
T

⋅ |{t ∈ [T] : h(t)
min(Ai) = h(t)

min(Aj)} |

计算的是  相等的t所占⽐例h(t)
min

时间O( |Ai | ⋅ T)

时间O( |T | )

如何实现？



T取多⼤？

• 设估计量 


• 设 , such that 

X :=
1
T

⋅ |{t ∈ [T] : h(t)
min(Ai) = h(t)

min(Aj)} |

Xt ∈ {0,1} Xt = 1 ⟺ h(t)
min(Ai) = h(t)

min(Aj)

Chernoff bound. 设 是独⽴随机变量。


令 。则对 有


     

X1, …, Xn ∈ [0,1]

X = X1 + … + Xn t ∈ [0,1]

Pr[ |X − μ | ≥ tμ] ≤ 2 exp(−t2μ/3)

Chernof告诉我们 有失败概率T = O(log n) 1/poly(n)



作业四：⽤MinHash近似Jaccard Similarity

• http://cssyb.openjudge.cn/23hw4/


• Deadline: 4⽉5⽇

http://cssyb.openjudge.cn/23hw4/


向量的相似性度量



Cosine Similarity

• 考虑两个向量 ，定义 


• 典型应⽤：⽂本相似度（TF-IDF）


• TF = term frequency：⼀个单词在⽂档中出现的频率


• IDF = inverse document freq.：log(总⽂档数 / 单词出现在多少⽂档)


• 对单词w，TF-IDF(w) = TF(w) * IDF(w)，做成⼀个下标是单词、值TF-IDF向量

x, y ∈ ℝd σ(x, y) :=
⟨x, y⟩

∥x∥2∥y∥2

σ(x, y) = cos(θ(x, y))

⼀般⾮常的⾼维、稀疏





Cosine Similarity的哈希：SimHash

• 类似于MinHash，我们想找到⼀个h，使得 可以反映 


• 算法：


• ⽣成⼀个 维随机⾼斯向量 （等价于在 维单位球⾯取⼀个均匀随机点）


• ，其中 是符号函数


• Claim: ， 

Pr[h(x) = h(y)] σ(x, y)

d w d

h(x) := sgn(⟨w, x⟩) sgn(x) = {1 x ≥ 0
0 otherwise

∀x, y ∈ ℝd Pr[h(x) ≠ h(y)] =
θ(x, y)

π
是x和y的向量夹⻆θ(x, y) ∈ [0,π]

如何⽣成：⽣成d个独⽴的标准正态变量 ，然后将该随机向量归⼀化



验证SimHash主要性质

Claim: ， ∀x, y ∈ ℝd Pr[h(x) ≠ h(y)] =
θ(x, y)

π

对于d维：

• 异号 

• 对应于两个超平⾯相交，⼆⾯⻆ 

• 总共的⼆⾯⻆取值范围

{w : ⟨x, w⟩ ≥ 0,⟨y, w⟩ < 0}
θ

2π

异号：⼀个夹锐⻆另⼀个

钝⻆形成 区域，总共2θ 2π



多次试验取平均值：到Hamming空间的映射

• 类似MinHash，可以取T个独⽴SimHash取平均值


• 针对 的估计量： 


• 事实上，可以看作是将 上的点对应到T维的Hamming！


• 


• 上述估计量就等于 


• 即：

x, y ∈ ℝd 1
T

T

∑
t=1

𝕀(h(t)(x) ≠ h(t)(y))

ℝd

f(x) := (h(1)(x), …, h(T)(x))

( f(x) ⊕ f(y))/T

distH( f(x), f(y)) ≈ θ(x, y)/π

T维Hamming上的点是T维的binary string，距
离是异或，即distH(x, y) = |{i : xi ≠ yi} |



Hamming空间近似最近邻查询



⽬标

• 设有n个d维的Hamming空间 上的点


• 性能要求：


• 误差参数 


• 预处理时间 


• 给定任何 ，可在 时间找到 -近似最近邻

ℍd

ϵ > 0

O(dn + n1+1/(1+ϵ))

q ∈ ℍd O(n1/(1+ϵ)) (1 + ϵ)
即：若最近邻距离是r，则返回的点距离 ≤ (1 + ϵ)r

这⾥典型情况要求ϵ ≥ 1



算法：预处理

• 设数据点集是 ，有n个点


• 设 ，找N个坐标d的随机排列 


• 对每个排列 ，将所有坐标按 排列后的n个数据点按照字典序排序

P ⊆ ℍd

N = O(n1/(1+ϵ)) σ1, …, σN

σi σi

共⽣成N份数据的copy，总共
Nn个点

实际中经常N可以取很⼩，⽐如N = 5或10

1110

1011

1001

1000

0110

0101

0001

排列的是坐标σi

例如 将第1、3两位对换σi

1110

1100

1011

0101

0011

0010

0001

重新排序
1110

1011

0011

0010

1100

0101

0001



算法：给定 ，找q的近似最近邻q ∈ ℍd

暴⼒版本

• 设 LCP(S, T)为S串和T串的最⻓公共前缀


• 对所有 ，对所有数据点 ，求 


• 在所有上述 个LCP中，找最⼤的前2N个对应的⼆进制串，做成集合 


• 返回q与 中的Hamming distance最近邻作为答案


• 瓶颈：找S需要 时间，下⻚介绍利⽤预处理的排序降低到

1 ≤ i ≤ N x ∈ P LCP(σi(q), σi(x))

N ⋅ n S

S

N ⋅ n N ⋅ poly(log n)

搜索空间⼤⼩是Nn（⽽不是n）

所以 |S | ≤ 2N

注意：q和x都要⽤ 重排所有数位σi

需要 次⽐较|S | ≤ O(N)



⾼效搜索公共前缀最⼤的2N个Binary String

• 先考虑N = 1，即只有⼀个排列。设n个d维的binary string已按字典序排好


• 算法：


• ⼆分查找q，找到最接近q的前后两个string a和b


• 观察：在有序表中，离q越远则与q的公共前缀越短


• 因此可以从a向前、从b向后每次贪⼼向公共前缀较⼤的⼀个推进


• 时，每组⼆分查找 前后string ，然后从所有 考虑贪⼼推进N > 1 σi(q) ai, bi ai, bi

1110

1011

1001

1000

0110

0101

0001

1010 a
b

可以利⽤优先队列进⼀步优化复杂度；但考虑

到 ⼀般不⼤，这步暴⼒可能反⽽更⾼效N

使⽤后缀数组等技术
可优化复杂度，但⼀
般没必要因为d⽐较⼩



编程实现的⼀些提示

• 实际应⽤中⻓度d⽐较⼩，⽐如 ，因此可以⽤int64存储


• 字典序排序 = 按int64值排序，字典序⼆分查找 = 按int64值查找


• 求两个int64型a和b的公共前缀⻓度可以⾮常⾼效（下⼀⻚）


• 对于典型应⽤，N可以取很⼩，⽐如N = 10或者5


• 甚⾄精确求前2N⼤LCP也不必，可以直接使⽤⼆分查找到的前后相邻串

d ≤ 64

不再做贪⼼推进，可能
miss掉LCP⼤的串

根据之前讨论：对SimHash来说，⼀般 ⾜够O(log n)



求最⾼⾮0位
int32 version

int msb32(unsigned int n)

{ 

    int res = 0; 

    if (n & 0xffff0000) { res += 16; n &= 0xffff0000; } 

    if (n & 0xff00ff00) { res += 8; n &= 0xff00ff00; } 

    if (n & 0xf0f0f0f0) { res += 4; n &= 0xf0f0f0f0; } 

    if (n & 0xcccccccc) { res += 2; n &= 0xcccccccc; } 

    if (n & 0xaaaaaaaa) res += 1; 

    return res; 

}



作业五：Hamming空间近似最近邻查询

• http://cssyb.openjudge.cn/23hw5/


• Deadline: 4⽉12⽇（3⽉22⽇开始）

http://cssyb.openjudge.cn/23hw5/


* 参数（ ）的选取 — ⾮正式讨论n1/(1+ϵ)

细节⻅Moses Charikar, STOC 2002

• 考虑查询点 ，设 是q的最近点，并设 


• 性质：存在⼀个整数 ，使得


• 存在⼀个排列 ，使得 的前k位与q相同


• 考虑所有距q 的点，与q前k位相同的串<2N个（考虑所有排列）


• 观察：考虑⼀个随机位 ：


• 与q距离近的点p有⼤概率 ；与q距离远的点p有⼤概率

q ∈ ℍd q* distH(p, q) = r

k ≤ d

σi q*

≥ (1 + ϵ)r

i ∈ [d]

pi = qi pi ≠ qi

因此 会有排列前k个都相等q*

因此 距离的点在随机排列中前k
与q都相等概率很⼩

≥ (1 + ϵ)r

SimHash发明⼈



* Locality Sensitive Hashing (LSH)
统合MinHash与SimHash

• 称hash h是⼀种LSH，若 很⼤，则代表x和y相似


• 我们希望相似的元素故意追求哈希冲突，即放到同样的bucket⾥


• 对于不相似的元素避免哈希冲突，要放到不同的bucket⾥


• 验证：MinHash和SimHash都是LSH


• MinHash h: 


• SimHash h: 

Pr[h(x) = h(y)]

Pr[h(S) = h(T)] = J(S, T)

Pr[h(x) = h(y)] = 1 − θ(x, y)/π



* ⼀般LSH to Hamming
以MinHash为例

• 考虑⼀个映射到 的随机哈希 


• 若 则 ，否则 


• 考虑将b与h复合 ，则 


• 下⾯可以类似SimHash操作，得到Hamming空间的点


• 找 组独⽴的h和b，T维⼆进制串 即为
Hamming表示

{0,1} b : X → {0,1}

x ≠ y Pr[b(x) = b(y)] = 0.5 Pr[b(x) = b(y)] = 1

b(h( ⋅ )) Pr[b(h(A)) = b(h(B))] =
1 + J(A, B)

2

T f(S) = (b(1)(h(1)(S)), …, b(T)(h(T)(S))

实际中可以⽤各种⾮严格随机的哈
希，或Universal Hashing

对应于“多次试验取平均值” ( f(A) ⊕ f(B))/T = 1 − J(A, B)

因此只要有LSH就可以使⽤⾼效的最近邻查询！



⼯业界⼴泛应⽤

• The algorithm is used by the Google Crawler to find near duplicate pages. 


• In 2007 Google reported using Minhash and LSH for Google News 
personalization


• In 2021 Google announced its intent to also use the algorithm in their newly 
created FLoC (Federated Learning of Cohorts) system



• Google索引了~50 Billion ⽹⻚，每个⽹⻚只需要64bit，共占⽤ < 
500G空间，在单台⾼端服务器都可以进⾏全⽹⽹⻚的相似度查询


• 我们介绍的这套LSH + Hamming最近邻⽅法获Paris Kanellakis Award

= 5 ⋅ 1010

颁给具有重⼤实际影响⼒的理论成果


